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Hoofdstuk I Inieiding
Par, 1 @rondbegrippen

161 nginitie. Zij E een niet lege verzameling;,Een relatie £ gedefi-

nieerd in E heet een partiele ordening (of:kortweg, ordening) in
E indien hij voldoet aan | : : A |
(1) x < x (x & B) | |
(11) (x £ ¥y ¥ & %) = x5y
(ii1) (x €y, y < 2) - x <z

Voor x £ y schrijven we ook wel y 2> x,

1.2 Definitie, 2ij E een‘reele lineaire ruimte (= vectorruimte over '

IR; zie (1] Def, 26), en £ een ordening in E., Het paar (E,§) hee¢t

ﬁ% een geordende vectorruimte (afgekort, 0,v.) gls geldt

(1) x £ vy = x+2 { y+z (2. ¢ E)
(11) x & y #ax <wy (03w eIR)

iﬁ 1.3 Definitie. Zij (BE,{) een 0.,v.. De verzameling
K:={xe& | x> 0}
heet de positieve kegel (of kortweg, de kegel) van E,

1.4 Bigenschappen, Zij (E,{) een o.v, met kegel K. Dan geldt
(1) X ¢ ¢ | |
(ii) XK+K c K (d;w.z. (x e Xy y € K) = x+y € K)
(111)« K c K voor 0 o eIR (d,w,2, (X € K, % 0) =& x ¢ K)
(iv) K n (-K) = {0} |

Bewijs: Triviaal.

1.5 Opmerking. Zij E een reéle lineaire ruimte en X een deelveraameling

van E die voldoet aan de eisen (ii), (1ii), (iv) van 1.4. Definieez

in E een relatie ' door
¥ ' yo y-x ¢ K,
Dan 1s (E,<') een 0.v, met kegel K



x<'y, ¥ <"z
= ¥y-x € K, z=y ¢ K T S
~ 2z-x ¢ K+Kk c X ,(volgens}i;4(1i))f@f;ff |

= . x £' 2,
x£ 'y

= (y+z)=(x+2) = y-z ¢ K

= x+z L' y+z, e
e

1.6 Definitie., 2ij (E,<) een 0uVe, on x € E, y e E met * £ ¥ Dan
' heet de verzameling . o
[(x9] ={zeE| x <2<y}

een orde~interval,

1.7 Eigenschap, Een ordeihterval is een convexe verzameling (d.w.z
(u e [x,5], v ¢ [x,¥], 0 <A < 1) = (Au +(1~A)v e [x,v1)).
Bewijs: Laat u,v,A gekozen zijn als boven. Dan volgt uit 1.2(41)
Ax < Au Ay, (1=A)FE < (1=A)v £ (1eA)y R '

en dus, met behulp van 1,2(i),

x £ Xu +(1-M)v < y.

.. 1.8 Definities, 21} (E,g) een o,v,, en B een deelverzameling van B,

B heet naar boven begrensd (resp. naar beneden begrensd) als
er een z ¢ B bestaat zo, dat
x £ 2z (resp, x > z) voor alle x ¢ B.

Zo'n element 2z heet een bovengrens (resp, ondergfrens) van B, Als

B zowel naar boven als naar beneden begrensd is, dan heet B (orde)

~begrensd; dus, B is ordebegrensd als B ligt in een ordeinterval.

B heet naar boven gericht (resp, naar beneden gericht) als bij

ieder tweetal x,y in B een z ¢ B bestaat z0 dat

x£z , y L5 (resp.‘x 2 =z 7]~:W’Z z).ii,,
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Een element u ¢ E heet het supremum (resp. infimum) van B als geldt?
(i) u is een bovengrens xan (respa ondergrens) van B,

(ii) als z een bovengrens (resp. ondergrens) ven B is, dan is
z >u (resp. z < u),

Notatie: u=: sup B (resp. u=: inf B), |
Indien B bestaat uit twee elementen x en ¥, en sup B bestaat, dan

schrijven we: Xvy <= sup B, Analoog, x Ay := inf B,

Definitie. Een o,v. (E,<) wordt een Riesz-ruimte (ook wel, lineair

rooster) genoemd als voor elk tweetal x,y in E, Xvy en xay bestaan,

1,10 Opmerking. Een ordening £ op een vezameling E heet een lineaire or-

dening als voor elk tweetal X,y in E geldt: x £ y of x 2 y. Klaar-

blljkelijk is een o,v. met een lineaire ordening een Riesz—ruimte.

i __w,‘



Par 2 . Eenvoudige eigenschappen’

2, 1 Lemma. zij (E,€) een o Ve, en laat x en y elementen van E zijn

waarvoor xv y bestaat. Dan bestaan ook |

(1) (x+2) v (y+2), en er geldt (x+z) v(y+z) (xvy)+z (z ¢ E);'.‘
(11) x Ay, en er geldt x+y=(xvy)+(xa ¥); | |
(1ii)xxyv oy, en er geldt «xv aydn(x v y) (%2 0)

(iv) «x vy, en er geldt «xv u-y=°‘(x1\y).' | (< 0).

Hetzelfde geldt met verWisseling van v .ena,
(1) Stel ¢:=(xv y)+z. Dan c-z=x vy
(o ¢~z 2% en(c~z > ¥y
“C 2 Xtz en ¢ 2 y+z
- ¢ is een bovengrens van {x+z,y+z}
Veronderstel d is een bovengrens van {x+z,y+z} -Dan
d 2 x+z en 4> y+z -
- d-z 2 x en d%z 2 y
= d-2 2 Xxvy
-4 > (xVy)+z=c
Hieruit volgt onmiddelijk het gestelde,
(i1) Door ;coepaasing van (i) vinden we
(% v ¥)= (x+y)=(x=(x+7)) v (3= (x+3))4(=y) v (=x). |
Rest te bewijzen dat (=3) v (-x)=--(yf\x). Stel d-(-y) v(-x). Dan
2-yend > -x
- y 2 ~d enx > ~-d :
- -d is een ondergrens van {x,y}.‘
Zij f een ondergrens van {x,y}. Dan
f{xen fy
"o ex < ~f en -y < -f
~ fugdxxheniag ~£> (=y) v (-x)=d »
R S
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Het bewijs van (iii) en (iv) volgt direct uit de voorgaande delen

2,2 Gevolg, Z1j (E,) een o,v., met de eigenschap dat x v O bestaat
voor iedere x ¢ E, Dan is (E,<) een Riesz-ruimte, ‘
Bewijs: Neem y,z in E, Dan bestaat (y-z)v 0, Uit 2.1(1) en (ii)

volgt nu de existentie van yvz en y~nz,

zij (E,€) een 0.v., en x een element van E waarvoor X 0 bestaat,
Dan bestaan ook
(x v 0)+(=x) = 0 v(-x),

en

i

C(xv 0)4(0 v (=) = 2(x v 0)5((x v 0)=(0 v (-x)))

2(x vO)=((x v 0)+(0 ~Ax))

i

= 2(xv0)=x = ((2x)v0)-x = x v(=x),

De volgende definitie ig daarom zinvol,

2,3 Definitie. Zi} (E;<) een o0.v., en x een element van E waarvoor

X v 0 bestaat. We noemen

xt 1= xv 0 het positieve deel van x,

x~ 1= (=x) v 0 het negatieve deel van Xx,

i

[x| x v(~x) de absolute waarde van x.

2.4 Voorbeeld., De verzameliyjg der begrensde reele functies op een

i i At 0 S

verzameling X dulden we asan met Br(X)ﬁ Definieert men inlﬂr(x)
de volgende operéties# |
(f+g)(t) = £(t)+g(t) (% e X)
(e £)(t) 1= «f(t) (t e X)
g < f @ (g(t).g £(t) voor alle t & X),
dan is Br(X) een Riesz-ruimte, Er geldt
. (£vg)(t) = max{£(t),g(t)} (v eXx),
£ (%) = mex{£($),0} (%t e X), | |
£7(%) = max{-£(%),0} (t e X), ‘A | . o ‘
l£1(8) = [£(6)] (e ). | S

I 1|

i
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In het volgende lemma worden een aantal eigenschappen van de
zojuist gedefinieerde begrippen'opgesomd. De (eenvoudige) bewijzen ;

worden aan de lezer overgelaten

3.5 Egggg. 2ij (E,<) een 0,v.,en x een element van E waarvoor xv 0
bestaat, Dan geldt: o |
(1) {=",x",|x|} .c
(ii) x=xT=x"
(iii) |x|=xV+x"
(1v) (ex)"=ex¥? ex) =xx” (&3 0)

(x) T=mx”, foox) "=zt (g 0)

(v) lex|=[«]|.|x| (« eIR)

+ +

(vi) x < lx" X < lxlr’"‘xn Lx<x

(vii) xta x™=0

Afspraak, Ter vereenvoudiging van de notatie zullen we voortaan in

uitdrukkingen van de vorm mx)v y de haakjgs wegiaten. Dus

o
o e

h;;iifyi#(mx)vy (wel te onderscheiden van «(xvy)!),
In het byzonder
| “xvyi=(-x)vy,

Hetzelfde met vervanging ven v door a,

2.6 Gevolg, Zij (E,<) een o.v.,en laat x en y elementen van E zijn
waarvoor xv O en ya;o bestaan. Dan geldt
x <y @ (x7 <yt én x” >y ).
Bewiljs:
(~) Volgens het gegeven en 2,5 is
x<y$y enogyt
< xv0 ivy+
Tyt <y, |
Merk nu op dat ook fx\ro en ~yvO0 bestaan, en dat -y £ ~-x, Dus
(-1t < (=x)*

7
onp Ny



() x = x"=x" ¢ y*=x" < ¥y =y

2.7 Lemma. zij (E,L) een o,v,, en 1aat Xeny elementen van E 21jn
Waarvoor X vy bestaat. Dan bestaan ook (x-y)+ (y-x)" en ]x-y]¢
Voorts: ‘ |

(1) "xvy = (x-y)"+y = (Vf¥)++x |

(i1) xay = x-(x-y)" = y-(y-x)*

(1ii) x+y = (xv y)+(xay) |

(iv) |x=y| = (xvy)=-(xay)

(v) xvy= %(X+y+l%~yl)'

(vi) xay = S(xy-|x-y]).

Egyig§:-Uit'de gegevens volgt de existentie van
(xvy)=y = (x-y)v 0 = (x-y)*

ern van

(y-x)*

(xvy)x = 0v (y-x)
en dus ook van ,
(x~y) T+ (y=x)* = (x=y)F 4+ (x~y)" = |%=y|. |
Van de opgesomde betrekkingen volgt nu (i) onmiddelijk uit het
bovenstaande, terwigl (iii) reeds is bewezen_ohder 2,1(ii), De

overige volgen gemakkelijk uit (i) en (iii),

De geintroduceerde operaties: v , ., T, “, | | noemen we de

roosterwoperaties. Uit het voorafgaande blijkt dat ze als volgt samen~

hangen (vooropgesteld dat de betrokken elementen gedefinieerd zijn):

xvy = plxty+|x-y|) | N ,
XAy = x+y-(xvy) o , %
" x" = =(-xA0) | :

x" = (-x)*

xX+2%

"
l



2.8 Lemma, Ziji(E,i) een 0.v.. Laat A en B deelverzamelingen van E
zijn, waarvoor sup A, sup B, sup(A+B)'bestaan.:Dan bestaan ook
supfc A) voor «) 0, en inf(xA) voor «g 0, en |

sup (A+B)

il

(1) sup A + sup B

(i1) sup(xA) = «,sup A ( x 2 0)

(iii) inf@A) = «,sup A ( < < 0)

Hetzelfde geldt met verwisselihg van sup en inf,
Bewije: Stel a:=sup A, b:=sup B, en c:=sup(A+B),
(1) Kennelijk is a+b een bovengreﬁs van A+B, dus ¢ ﬁ a+b,
Omgekeerd, ' -
L xty ¢ (x e 4, ¥y € B)
“ , * xS c-y (xed, yeB)
P = a=sup A c-y (ye B).
» y<e-a (yeB)
= b=sup B i‘e~a |
Dus c=a+b,
(i1) Voor «= 0 is de bewering triviasl. Zij dus x#+ 0,
Kennelijk is «,a een bovengrens van A, Omgekeerd, ais %Z een
bovengrens van «A is, dan | ' | }
v “x £ z (x € A)

z2 (x e A)

%,

&i= gl—

Heruit volgt dat «,a < z, en dus is w.a = sup(xA), -

De rest van het bewijs verloopt'anéloog. S



?ar. 3 Voorbeélden

3.1 Voorbeeld, De verzameling IR , voorzien van gebruikelljke optel-I
ling en scalar-vermenigvuldiging, en de oed_ening:
x<£y @@ x<y |

is een Rieszruimte met lineaire ordening,

3.2 Voorbeeld IRY met coordinaatsgewijze optelling en - scalar—ver-

Rt e it e r i

menlgvuldigng, en de coordlnaatsgeW1gze ordening

(Xyyeeayx)=x & V= (Fqreeeryy) @ x3 £y (i=1,...4n)

is een Rieszruimte, Dit is onmiddelijk duidelijk maar volgt ook N

uit het volgende lemma,

3.3 Lemma. 2ij {(E,,&,)},-. 1 een collectie Rieszruimten. Zij E=

;E IEv het directe product van de vectorruimten Ev (vgl.[:J Pag.53)

en voorzie dit van de prbduct~ordening A
fLeg & f£(v)g, av) (veiI)

Dan is (E,<) een Rieszruimte,

Bewijs: Merk op dat
(£vg)(v)=£(v) v g(v) (v e I),

3.4 Vobrbeeld. R (met gebruikelijke vector-structuur) voorzien van

de lexicographische ordening.

< % £y € x=y of i met 1€isn 2o, dat xiéyi en xj-yJ (j=1,..,i¢f

is een lineair geordende Rieszruimte,

In voorbeeld 24 zagen we reeds dat B (X) een Rieszruimte is. Het
" 1s een lineaire deelruimte ven IRx en de ordening is de relatieve

- product-ordening wvan mX . Bovendien geldt

f VBr(X) g=f %RX g (f en g in Br(x)),

Dit laatste geldt niet altijd:bij een relatieve (geerfde) ordeniﬁg:

= i

2eite
5.5 Voorbeeld., zij C[0,1] de (vegtor~)ruimte der continue functi '8

op [b 1J, voorzien van. de gewone ordening (i, eo(de relatieve

l

product»ordening ven 1[0 1:’) ‘Dit is een Riesz-ruimte, Zij '



M:={f & C[0,1] | £(%)=xt+p (u,p in IR)}

M is een lineaire deelruimte van C[b 1] en bij de relatieve

ordening een Riesz-ruimte., Maar niet steeds geldt
“

£ , : '
Blijkens het volgende voorbeeld is een lineaire deelruiimte van

een Riesz-ruimte bij de relatieve ordening niet noodzakelljk een

Riesz-ruimte (wel een o,v,).

3.7 Voorbeeld.,Beschouw IR® met de_coordinaathewijze ordening, en
" ; ; : o
C Mi={x e IR® ] x,‘--xxz}
De relatieve ordening op M is de triv1a1e.

xLy #  x=y

Het volgende hoofdstuk is gewijd aan de bestudering van een ander
belangrijk voorbeeld van een Riesz~ru1mte, n, 1 de ruimte M (IR) der

reele nxn matrices. De algemene bheorie wordtl voortgezet An hoofdstuk
111, | | | -



Hoofdsfuk II DPositieve matrices

Par, 4 Irreducibele matrices

>

Met M (IR) zij aangeduid de Verzameling’van alle reéle nxn-
matrlces. De elementen nan een matrix A g M (IR) worden aangegeven
met de corresponderende kleine 1etter ai (i,3=1,,..,n); de matrix
A zelf ook wel met (al J). Mn(IR) is gen_(reelé);vectorrgimte bij déf
operaties: ; ‘
| A+B 3= (ai’j+bi"j)

S A= (Aai’J). " e ” |
Deze vectorrnimte'is lineair isomorf met Iﬁnﬂ onder de afbeelding
J:Mn(IR)-a->IRn2, | | o
5 JA)= 2y X(4 q)pey™ 8y 4
Laat IR coordinaatsgewijs geordend zijn., We voorzien Mn(iR) van de
(unieke) ordening waarvoor. e
| A2 B © J(A) 2 J(B).
Daar IRn2 een Riesz-ruimte is, geldt dan hetzelfde voor M (IR), O,.m,
~ hebben we: A>0 @ (ai,j 2 0 voor i,j=1,...,n),
AvB= (a; wb; ;) , AaB= (ai;jabi',j), S
At= (ag ") » &7= (ag,57) o 1al= (lay D). :
Iedere A ¢ M (IR) bepaalt’ ondubbelzinnig een 1ineaire afbeelding
It : TR™ >IRn door de formule , , é
Ty(x):= Ax, k

T

waar A,x het matrimeroduct ven A met de als kolom geschreven vec5ﬂr

x aan&uidt Omgekﬂerd behoort bij elke lineaire afbeelding 7T: IR -> ?n |

juist €én matrix Ap e M (IR), bepaald door de” eis dat de,cooﬁdinaﬁen A
rahcden ‘veetor T(ek) de kde,kolom van de matrix Aq vormen (hierin is

- - N b n ' - ® . ‘ ) .
-~ - » 4 N g 5 e 4 . e X b i
S 0e euunezus~t:e,3r in IR., dus {Uk)4”&b +)» L dat eavnd is
i . B o S U R E g .
g . Cem ) ' - : o ’
”/ oy L
\dvm /
ey



k de kde kanonieke basisvector in IRn, d. w Ze (ek)i i) In dat

geval is

Tag) =T 0 Apyy =4
Ter vereenvoudiging van de notatie zullen in het vervolg geen onder-
scheid meer maken in de notatie tussen een matrix enude daardoor be-

paalde lineaire afbeelding. Met A(x) of Ax wordt dus zowel A,x als

A(x) aangeduid,

In dit hoofdstuk zullen we, sprekend over IR™ R deze ruimte steeds

coordinaatsgewijs geordend denken,

4,1 Eigenschappen. Zij A € Mn(IR) Dan geldt
(1) A>0 = (Ax 2.0 voor alle x sIRn met x > 0)
(11) |ax| < [a](]x])" (= aIRn) '

Bewijs:
(1) Als Ax > O, voor alle x sIR ,métﬁx 2 05 dan isdinunet bij=- -
zonder; . | R ‘ |
chep 20 (k=1,,.,,n),
Daaruit volgt
ai’j‘go (1,3=1,.0.,n),
Het omgekeerde is triviaal,
(i1) Voor iedere x ¢ ER™ geldt
axly = G| = 15 oy ) |
< 2 J | lai jllle = (la[(l=x])y  (1=1,.,.,n),
Hieruit volgt het gestelde. ) ‘

De topologie wvan IR® (en eventueel Imn) 18 de gewone' topologie,,

AeWo%, afkomstig van de metriek d,

Nof—

A0y i= freyl =, fx-yy D2,
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4 2. Qgggggﬁie. Een algebra B over IR is een reéle lineaire ruimte |
waarin een Vermenigvﬁldiging gedefinieerd is zo,dat
| (i) B is een ring t.0,v, optelling en vermenigvuldiging,
(i1) A(xy) = (Mx)y =‘x(Ayf (M eR, x,y in B). o
Een lineaire deelruimte I van de algebra B hee® een algebraisch

idesal in B als

(x eI, ye B) »(xy e I, yx € I),

Voorbeelden van algebra's zijn o.m,:

(if R™ met als vermenigvuldiging het inwendig product "ot
BT = (X e xyy,)

(11) M (IR) met de matrix-vermenigvudiging.

(iii) © (X), de verzameling van alle continue reele functies

op een tOpologlsche ruimte X met puntsgew1jze operaties,

4% Stelling, 2ij I eén'lineaise deelruimte van IR™, Dan zijn de
volgende uitspraken aequivalent: ‘
(1) I is een algebraisch ideaal
(i1) I = {0}, of er is een deelverzameling V:={i1,...,ir} van
{150,050} zo dat .

I=sp {ey [ dev) | |

(dow.z, I is de lineaire deelruimte‘opgespannen door {e;j | ] s.V})
(1ii) ( [a] < o], @ e®”, b eI)-ac I,

Bewijs:

(i)*(ii): Neem asn I # {0}, Definieer
= {j e {1,e.g,n} [ T'a e I zo dat ay + 0},
Stel voorts ' B .
Iy=op { ey | je v},
Als & een element is van I, dan is
Dus I c IV’ Omgekeerd, als j eV, dan is er een a in I met ay $ 0,

en dus - TR T S PR R R e



B ‘/».i‘f'/‘f

1
ey = (- ej).a e I,
- Daaruit volgt dat Iv'c I, Dus I = IV
(ii)*(iii)* Als I = {0} is het gestelde trlviaal¢ Neem b € I, en’
a sIRn zo dat |a|] < |b|, Dan is '
| Iakl <ol =6 kW,
en dus
T kS %%k T ke v BB e T ‘ ‘ .
‘(iii)f(i):'Neem ae€l, enx eIR®, 2ij tx:=max{lxi|«[ i=1,...4n},
Dan is .
|x.al 2 |x|.]a] & «|a] = | «al.

Daar «a ¢ I, volgt hieruit x.a £ I (en dus ook a,x ¢ I).

4,4 Definitig. Zij A € MnQIR). A heéet feducibel, als er een decompo-
sitie van {1,...,n} bestaat in twee nietulege deelverzamelingen
V1, V2 zo dat | | '
i’:j=0 (i€V1, JEVz)'
Als A niet reducibel is, dan heet A irreducibel.

.4.5 Stelling, Zij AeM (R), A is reducibel als en alleen als er
- een niet-triviaal algebraisch ideaal I in IRD is dat A-invari-
ant is; d.w.z, . | |

‘I+{O},I+IRn,A[I]cI.

(1) Veronderstel dat A reducibel is, gn’zij V, de in def, 4,4

genoemde verzameling, Dan is I := Ivé een niet—triviaai,algebra~,

isch ideaal, waarvoor geldt ) o N
n . R . .

= La = 2 f I (§ev.).

Aed =1 84,5 8 = i% T, 8 4 8£ e I (J > VZ)’, 3

en dus, voor x ¢ I, | \ .
.‘“‘ = 2:4 = Z‘ ) }

D.w.z, I is A-invariant.



s

(i1) 2ij I een niet~triviaal A-invariant ideaal;-Dan is I = IV’
voor zekere niet- lege echte deelverzameling V van {1,...,n} Stel
Vo :=V , Vo= ve (: -{1,...,n}~sV)

Voor j e V,, is e

i=1 843 e% = Aej e I, o o
Dit betekent dat 2; 4 =0, voor i4 Vo3 m.a.w,

85, 9=0 (LeVy, jeV,.

e I, en dus

4.6 Definitie. Een permutatie-matrix (vaﬁ de orde n) is een (nxn%)

matrlx, waarvan alle elementen O of 1 21jn, en iedere rij en

kolom precies €en 1 bevat,

Een permutatiemaﬁrix S (opgevat als afbeelding vanIR® in IRn)
' permuteert -de basisvectorenvei; preciezer, als B:={e1,...,e } de
de: kanonlageubasmszin¢&R~vvoorsmalt, dan is de restrictie SIB een
permutatie van B (vgl, [L}, par. 3), Omgekeerd, als " een permu-
tie van B is, dan wordt door

S(x) = S(?; Xs e ) y (a*e )
‘ ondubbelzinnlg een permutatlematrlx S gedeflnleerd zo dat SIB—-V

Van de volgende elgenschappen is nu (1) onmiddelijk duidelijk (vgl,
[ 2], par, 15), terwijl (ii) volgt met behulp van 4,3, .

’ 4,7 Eigenséhappen

| (i) De permutatlematrlces van de orde n vormen een groep (t 0.7,
de matrlxvermenlgvuldiging), deze groep is isomorf met de sym-
metrische groep 6 |

(ii) Als S een rermutatiematrix is van orde n, en I een algebra~ -

isch ideaal in IRn, dan is S[Il een algebraisch'ideaal in~IRn.

4.8 Stelling., Zij A ¢ M (IR)@ A is reducibel als en alleen als er een -

permutatiematrix § bestaat zo dat | B

i

B 0 LRI i
s™las =(, ) T
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met matrices B, C, D, waarvan D vierkant met orde kleiner Ban_h.

Bewilﬁz

(i) 2ij A reducibel, en laat V ==,:{i1,...,i } en v2=-{1r+1,...‘,1 ;

20 gekozen zijn als in def, 4.4, Leg de matrix S vast door de eis
S(ek) = ik (k=1,...,1), |
" Dan is S een permutatiematrix en

n
S1As(e)~S1A(e)=S—1(§a e.)
k k. = Jsi J
~1 EL ) _ nY ,
( lailk %_'1 a j’ikj
Dit betekent dat voor de elementen bj k van de matrix § .A S geldt

bJ!k A i i =0 (J 1"’"71') k.j'kjynooyn)

De matrix D is de;halve n-r ¥ n-r,
(ii) Neem aan dat S een permutatiematrix is met de vermelde
eigenschap._Dan is klaarblijkélijk 8"1.A.S reducibel, terwijl
A=S.(S“3A.S).S-1. Het is dus voldoende Be volgende bewering te
bewijzen: Als A reducibel is; en S een permutatiematrix, dan is.
S.4.5"1 reducibel, Welnu, zij I een niet-triviaal A-invariant
algebraisch ideaal, Dan is J:= S[I] een niet~triviaal algebraisch
ideaal (volgens 4,7(i1)), waarvoor geldt A
5.4.57'[3] = s.A[1] < s[1]

. Duw.z, J is S.A.S“1~invarianﬁ, dus S,A.5™"

is 1reducibel,

4.6 Definitie. Een vector x &IR® heet definiet positief (notatle. x > 0)
als x; >0 (i= 1,g.w,n) |

Een matrix A ¢ Mn(IR) heet definiet positief (notatie A > 0) als
85 4> 0 (1,§=1,...,m). o \

4.7 Eigenschappen, Zij A ¢ M (IR)

(i) Als A definiet positief is, dan is A 1rreducibel
(11) A>0 « (Ax > 0 voor alle x eIR™ met O % x 2 0)
Bemijs | o ‘ ‘ :

(i} Triviaal,

i
124\ 1r..a A a4 BN
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4.8 Lemma, Zij A e Mn(IR) een irreducibele matrix, waarvoor geldt
A 2 O, Voorts zij x een element vanIR® met x 2> O, xF 0, x } o.
Dan heeft (E+A)x meer coordinaten ongelijk aap 0 dan x (E beduidt
de eenheidsmatrix), | -
Bewijs: Zij V, de collectie indices i waapvoor X3 = 0, efi, V ={1,.,
,,n}\\V1. Dan is V4% ¢, en Vo b. Veronderstel, y: =(E+A)x heeft

niet meer coordinaten ongelijk aan 0 dan x, Uit de formule
n

= 24 . - :

Vi = g By ytey y)x = ‘1*31,1)xi * E%E»ai,k % (1)

volgt dat dan ' ‘ : '
¥ =0 eV o, oy 30 (4ev,).

Dus geldt, voor i ¢ Vi |

= = % =

ke Vo%,k ®x T &1 81,x % = O
Daar Xy > 0, voor alle k ¢ V2, vqlgt hieruit

ai’k=0 (isV1,1€€V2)9

in tegenspraak met de irredueibiliteit.van A,

: 4 9 Stelllng Een matrix A ¢ M (IR), A > 0, is irreducibel als en}alleen
als (E+4)%1 > o, |

(1) 2ij (B+A)™ ' > 0. Als A reducibel is, dan bestaat er een
niet-triviaal A~invapiant alg. ideaal I. Dit is echter eveneens
invariant voor (E+A)nm1, in tegenspraalf met 4,7(i),

(4i) 2ij A irreducibel. Kies x zo dat x + 0, x>0, Als x > 0,
dan is ook (E+A)x > 0 (zie formule 1), en dus (door inductie)
(B+a)P™ T s 0, Als x } 0, dan volgt ult lemme 4.8 dat (E+A)x

meer coordinaten ongeligk aan O heefit dan x, zodat (opnieuw door
inductie) (E+A)n x zeker alle coordinaten ongelijk aan nul heeft,
Dus, ook in dit geval, (E+A)% Tx > 0.
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Par 5 Spectraaltheorie van positieve matrices

Voor de spectraaltheorie is het noodzakelijk het scalairen-
iichaam uit te breiden tot de complexe getallen, De verzameling der
complexe nx n matrices duiden we aan met M (IC) Hoewel we in ICn en
M (IC) geen ordening zullen introduceren, gebruiken we wel de nota~
ties |z| (met z e¢IT™) voor het punt x & IR™ met coordinaten

lzil (1 1,.,.,n), \ ,
en |a] (met A el (IC)) voor de matrix B ¢ Mh(IR) met elementen

bi’j Iai,j’ (1»3"’1”“)11)-

Voor de volledigheid vatten we hier de belangrijkste beginselenn
samen van de algemene spectraaltheorie van matrices, Voor details 21}
verwezen naar de literatuur (b.v, )

Zij A e Mh(IC) Een getal h eIC heel een eigenwaarde van A als

er een vector z gIC% y ongelijk aan 0, bestaat zo dat

Az = Ao Do

De vector z heet dan een eigenvector van A bij de eigenwaarde Ao‘ De

eigenvectoren van A bij Ao vormen tezamen met O een lineaire deel-
ruimte van IC®, EFen getal Ao is een eigenwadrde van A als en alleen
als _‘ |

det(h B-4) = 0,
De 1Ltdrukk1ng det (AE-A) (fet variabele A € IC) heet de karakteristieke
Vfalterm van A, De verzameling der elgenwaarden van A heet het spectrunm
van A, en wordt aangeduid met <(4), Daar een .veelterm steeds nulpunten
(in IC¢) heeft is ¢(A) een niet~lege deelverzameling van het complexe

vlak, De spectraalradius r(A) van A is gedefinieerd als

‘2(4) = max {|A] | A e on)),




g

Zij A een eigenwaarde van A, De algebraische multipliciteit n(k

van A is de multipliciteit van h als nulpunt van de karakteristie-

ke veelterm, De meetkundige multipliciteit m(A ) van A is de dlmena:
sie van de eigenruimte bi Ays dow, z.‘,  |
m(h )= dim {2 eIGn | Az =,ho‘2};"“
Steeds geldt o ,
m(ho) =7 - rang(AoE—A) | , | .(1)
m(A') £ n(h )‘ )

Als B nog een nx # matrix is met det(B)+ 0, dan heeft de matrix
B.,A,B” 1, en ook de getransponeerde AT van A dezelfde spectraal-eigen-
schappen (eigenwaarden, multlpllclteiten enz, ); want

det(AB-4) = det(AB-B.A.B™") = det(A-aT),

rang(AE-A) = rang (AE~B,A,B” 1) = rang(AE-AT).

Tenslbtte, zij A g Mﬂ(IR), en Ao een rééle eigenwaarde, Dan beho~
ren bij Ao ook reéle eigenvectoren (dow,z, eigenvectoren x eIRn), im~
mers, als Az= Ao Z en Zj j—"s-iyj met reéle xa, ya, dan ook Ax~ A oX en
Ay= h Yo We kunnen dus definieren

m'(A,) := dim [x eR® | Ax = Ay x},
Voor m'(Ao) geldt dan echter het analogon van formule (1), waarﬁit
onmiddelijk volgt dat | |
m'(A,) = m(n)). o
5.1 Stelling (Perron 1907), zij A e M,(R) een definiet positieve .
matrix, Dan B ' B A
(1)  =x(a) >0 B | ? o ’
(i1) r(a) is een eigenwaarde van A met algebraische multiplici~ -

teiﬁ 1,

(iii) bij r(A) behoort een definiet positieve eigenvector, f

Bewijs. Qp grond van 4 7(1), is de stelling een onmiddelijk ge-

volg van de volgende, iets recenter, atelling van Frobenius.



5. 2

II,

Stellirg (Probenlus, +1910), -2ij A € Mh(IR) een irreducibele ma~
trix, waarvoor geldt A > O, Dan

(1)  =r(a) > o,

(ii)ilr(A) is een eigenwaarde van A met algebraische multiplici-
teit 1, | : |

(iii) bij r(A) behoort een definiet positieve eigenvector.

Bewijs: Het bewijs wordt uiteengelegd in een aantal deelresulta~

ten, aangeduid met romeinse 01jfers.

Voor iedere x &IR™ met 0 <x#%0 bestaat g
‘xk:—nmx{psﬂlle>fx} « '%

Bovendien geldt | f

(Ax):L S h | '
' X5 0, i= 1,..¢,n} ' ' (1)

£ ’ o

Bewijs: Eenvoudlg.

Rty

T, = min {

Er is een z ¢IR™ met z > 0, zo dat

r, = r :=max {r_ [ 0 F x> 0}
Bewijs: Definieer t Co

K°:={xaIRn{O+x>O} s M= {x elR" | x% o0, uxn-n

Dan is M éen compacte deelverzamellng van k°, en aangezien e

Tux"’rx’ (""Ems o> 0),

geldt

sup {r, | x ¢ KQ} = sup {r, | x e M},
Merk op dat uit formule (1) volgt dah rx; als functie van x,
continu is op de verzameling o
K" 1= {x emP | x> 0},
Voorts is, volgens 4,9, (J."rr-.&)n"'1 > 0, zo dat .
= (B+A)" T[] <

Daar ‘N bovendien compact is, besbaat derhalve een z e N met

\

by

i

r, = max {r I y e N},



I1I,

Iv,

]

Het is duidelijk dat .
r, $ sup{rx | x e k%) £ sup{r | x e XK°} = sup{r, ] X ¢ M} (2
Zij nu x e M, en y := (E+A)?” 1x. Dan is Ax > r <Xy en dus
Ay = A(B+0)% Ty = (Bea)™ Ty > (DlA)n “Tx =z y,
Dit betekent dat Ty 2 Ty, en dus | Lo
max’_{ry | v ¢ N} 2 sup {rx | x e M},
Gecombineerd met formule (2),vvinden we nu ,
r, = max{r | x e K'] = max{r, | x ¢ K°} = méx{rx | x e M},

waarmee het gestelde is bewezen,

r>0
Bewijs: Bekijk u := (1,,.,.,1) in IR®, Dan is, op grond van de
1rredu01b111te1t (en positiviteit) van A,
(Au); jn1 al 32 0. (i=1,...,n),

Daaruit volgt r, > 0, en dus r > 0,

; \ :
Zij w een punt waarvoor r, = r. Dan is

w>0 , Aw= 1w,

(In het bijzonder dus, Az = r z)

Bewijs: Verondesstel Aw 4 = w, d.w.z,
Q4~Aw = v w > 0,
Voor v := (E+A)? 'y geldt dan

v
Derhalve is Aw = r w, Daaruit volgb bovendien

(1+r)n"1w

v>0 ; AV -2 v = (E+A)n"1(ww - rw) > 0,
‘en dus - o o
(A“V):L o
r_ = min { l i=1,...,n} > v, een conbradictiea

(B+A)2 Ty > 0,.

en dus w > 0,

&

v = r(A)

'Bew133. Zij M een eigenwaarde van A en y aIOn een bijbehorende

"ig::ya:%GJ(y:%??)L~Dﬁfj“1w»r voe L% guer
T ,




VI.

VLI

elgenvecter,ﬂdus . $¢O)¢.Dgfinleer v e IR® als v = |y,

Dan is, voor iedere i,

0 = Fy o glrgl 2 1B ey vyl =l « byl - Il

.Daarult volgt

Av > |a] v |
- T, 2 A ' | g
= v 2 |Al.
Daar » willekeurig gekozen was,; en anderziads r een eigenwaarde

van A is, volgt hieruit r = r(a),

]

r ié.een eigenwaarde met meetkundige multipliciteit 1,

Bewijs: Zij x (§0) een régleveigenvector bij r. Dan zijn.alle

Nt e o P

coordinatem van x ongelijk aan O, Immers, volgens 4,1(ii), is

r|x| = IAXI < A(]x]),

. zodat r 2 v, en dus in feite r = r, We kunnen dus IV toe-
|x| = || ‘

Passen,; en vinden ‘
C allx]) = =[xl ), |x] > o,

ZiJ nu y nog een reele eigenvector bij », Definaeer o

Dan is
Az = 1 7 zq = 0,
en dus, volgens het VDorafgaande toegépast op 2z, noodzakelijk
z = 0, | :
D.woz, X en' y 2zijn 1iheair afhankeli jk,

r is een eigenwaarde met algebraische multipliciteit 1,

Bewijs: We moeten aantonen:dat de afgeleilde van de karakbenlsbiew
ke veelterm det(hE~A) -in het punt r niet O is, Zij dus o
det (AE=4A ~ ’
));z li e )’
Ay




en definieer, voor iedere A, de matrix B(A) door

by y(A) = my 4 (A) (--1)31*"j det(?\E-A)i,‘j,,,,
(mjgi(%) is de minor van het element‘7\61“_1---8.1"_j in de matrix
AE-A; zie [ 2] blz, 27-29), Dan geldt

B(A).(AE=A) = (AE-A),B(A) = det(AZ-A) E,
(1)  B(x) % o,
' Want:‘Daar, volgens VI, de meetkundige multipliciteit‘1 is (d.w.z,
rang(rE~A) = n-1), is_minstens een minor m, (r) ongelijk aan 0.
Dus B(r) is niet de nul»matrlx., ' | |
(11) Bl(r)z =pz .
Wanﬁ: Az = r 3z

= (AE-A)z = (A1) 2 ,

~ det(AE~A) z = B(A), (}\D—A)z (A«r)Bm)z

LoB(A)g = detmgliiE-A) .

-~ B(A)z =y z,
(11i) Voor iedere j (j=1,...,n) is er een A, zo dat

J
bi,j(l‘.) = }\,- a . . (i=1guag’n).

i

Went: Uit de for;ule |
(r E ~A).B(r) = det(r E - A) B =

volgt dat iledere kolom.van B(r) een eigenvector van A bij r , en
dus een veelvoud van g is. |
(iv) B(xr) > 0, of B(r) £ 0.
7§ Want: Merk op dat met A ook AT aan de voorwaarden van de stelling
voldoet., Het tot nu toe afgeleide geldt dus m.,m, voor AT i.p.v. A,
In asanmerking nemend dat A"L dezelfde spectraaleigenschappen” als
A heeft (in het bijzonder, dezelfde spectraalradius r), volgt
~ dus uit (iii) Er is een z' > 0 in TR™ zo, dat voor iedere i (L%

1,.o@,n) een getal p,; bestaat met DINRRN N IOE R I \

S




~

Neem nu aan dat b, 1 z O, Dan volgt uitk(iii) en de zojuist
afgeleide formule : ) -

Ay 20 |

by 420 (ig1,...,n)
- hy 2 0 (i=1,,,.,n)

- 'bl F 20  (i,j=1,...,n).

Een analoge redenering geldt als b1 )1 £ 0.

Tenslotte, veronderstel dat J’“ O. Dan-is
n

551 bi,g(r) zy = (B(r)z)i =0 (i=1,...,n) (voXgénsugii)
o bi j(r) zj = 0 (i,j=1,;..,n) (wegens (iv) en daar z > 0)
: $ . . .

- bl J( ) =0 (i,j=1,...,n),
Dit laatste is in tegenspraak met (1), en dus is VI bewezen.

. Hiermee 21Jn alle delen van stelling 5.2 aangetoond,
: P _:_ L..L:’.‘-O

5.3 Gevolg., Zij A ¢ Mh(IR) een irreducibele matrix, met A 2 O, Dan is
S € n |
mm{J 18 3 | 4= 1,..,n} £ r(A) ¢ max{ = ai i I i= 1,.,,n}

Bewi js:
M . .
(1), 2ij u := (1500051), Dan is
| (Au) |
i -
vu‘ - (.A.’Cl)i - J 1 al j (1 1,000911)

Gebrulkmakend van enkele onderdelen uit het bewijs van 5, 2 vin—

den we dus

(Au),

min{ = X

]

- min{‘ii'1 _a. l ’151,“,,1!1} - ] i:1ynuggn}
. " i

=r, £r=r(A), |

(ii). Neem een z ¢IR% met 2 > 0, en Ag = r(A) z, Dan is
r(4) 25 = 32 85 4 7 (i=1,,..,n),

Bepaal k zo dat Zk = max{z1¢.@,,z }+ Dan vinden we.
L _ & - n n 'S% ‘
Daarmée is het gestelde bewezena ‘




- De volgende stelling geeft een gedeeltelijke verscherping van
5.2, Bij het bewijs ervan zullen we gebruik maken van het volgende'
resultaat uit de analyse (zie [3] deel II, par 235,23%6):

Zij p(x):=xn+%§1 a.kn_i een yeglterm met complexs coefficienten,
met nulpunten A1”"’An' Dan is er, bij iedere £>0, een 630 zo dat van
iedere veelterm q(%): kntézﬁ b h 1, waarvoor geldt Ibi~ail<6 (i=1,.,
.s), de nulpunten u1,u..,u z0 genummerd kunnen worden dat { -uil<s

A(i=1,...,n). M.a.w. de nulpunten van een veelterm zijn een continue

f functle van de coefficienten,

5.4 Stelling, Zij A ¢ Mh(IR) en A > O, Dan is r(A) een eigenwaarde

PRICRRVAIV RO R,

van A met een positieve elgenvecbor
Bewijs: Zij F ¢ M (IR) de matrix met fi J-1 (i,3=1,4..,n), Defi~
nieer voor ieder nahuurlljk getal m de matrix
Am = A+ % F,
- Dan is A, > 05 dus is, volgens 5, 1, r(A ) een eigeuwaarde van AL
met een definiet positieve eigenvector %m
veronderstellen dat ﬂ%mj=1¢ Voowts geldt

fim r(A)) = r(a); _
Immers, nummer de eigenwaarden A ven A.(d.w.z., de nquunten ven
det(AEmA)) zo dat \

r(A) = “"1! T ees = ,}\k’ < ’?\k-f-'l‘ S oo ,)\11,°
Kies een positief getal e zo dat

e < .,..m,m{ [Ag=A l | )\i:f:}\,j (i, 3= 1,,,,,11)} |
.VOlgene de geclteerde continuiteirstelling, is er een getél N\ﬁwdat

» Waarvan we nog mogen

voor jiedere mdN de eigenwaarden Ami van A zo te hummeren zijn dak\
jhm.~A | <& (i=1,...,n). Dit vetekent dat
: I‘(A ) 6 {}\m»]peasy k} (m > Iq)? .

en Aus dat



]r(Am)-r(A)l { g (n> N),
Ténslotte, laat {ﬁ J een convergente deelrlj zijn van de (begreng~
de) rij {%m}’ met limiet z, zeg, Dan is Hzﬂ =1 (dus z40), z > 0,
en bovendien ' .

= 3w A, (mj = lig r(a) )ﬁm = r(A) =z,

Hiermee is het gestelde bewezen.

Dat van de overige resultaten uit 5,2 biJ reducibele A niets te

redden is, blijkt uit het volgende voorbeeld,

5.5 Voorbeeld, 21}

0 0 | ‘ i' |
A :=(1. O) . ’ . ' 7

Dan is »(A) (= 0) een ‘eigenwaarde met meetkundige multiplici~
telt 1, zonder definiet positieve eigenveetoren, en met alge-
braische multipliciteib 2, |

Voor nog enkele resultaten die verbamd houden met de stelling
« -7€4A.¢»\,

van Frobenlus verwijzen we naar de vraagstukkenverzameling (vraag~

C VL “ a e Ll e

stuk I), Zonder bewijs citeren we de volgende partiele omkering:

5.6 Stelling, Zij A ¢ Mn(IR) een matrix met A > 0, Waarvoor geldt:
(1) r(A) is een eigenwasrde van A met algebraische multipli-
citeit 1, .

'(ii) bij r:=r(A) behoort een definiet positieve eigenvector
van A, |
(iii) biJ r behoort een definiet positieve eigenVebtor van Am,

Dan 8 A irreducibel,

Bewﬁjs: Zie [9]3 par, XIII.4,

-




De rest van deze paragraaf is gewijd aan nog een resultaat van
Frobenius, dat een goede indruk verschaft omtrent de vorm van het
spectrum van een p031tleve irreducibele- matrix. Daartoe moeten we

eerst nog wat nader ingaan op de eigeschappen van positieve matrices,

5.7 Lemma. Zij A ¢ Mh(IC) Als er een z bestaat met
z>0 |, = |4|z,
dan is A > O,

Bewijs: Uit het gegevén volgt

CErageyc B e ls (1)
" = Uey gl ~Reay )z =0 (4=1 ,..,,n>
‘ai,j‘ = Re 2 4 (1,3 =15 0004n) ‘
e lai,;,i=.ai,j (1,5=1,...,n),

5.8 Lemma, Zij A ¢ M (IR) een (1rredu01bele) matrix mat A % 0. Als
" voor C g M (IC) geldt |G| < A, dan is r(C) < r(A),
?Eﬂils 2ij A een eigenwaarde van C, en y een bijbehorende eigen~ |
vectore Volgens een formule, analoog aan 4, 1(ii), is nu
ACly) 2 JelUyl) 2 feyl = |a y| = |A] |y].
Dus geldt, aangenomen dat A irreducibelﬁisﬁ vgl. bewijs 5.2),
Mg rpy) € va), |
en dus, daar A een willekeurige eigenwaarde van is, r(C) £ »(4a),
(Voor meducibele A kan de stelling nu bewezen worden mei gen

methode zoals aangegeven in het bewijs van 5.4)

5.9 Lemma$ Zij A g M (IR) een irraducibele matriy met A > 0, Als voor .
¢ & M (10) gelds |
B L B 4 S 'r(c)“= r(4),
den ig 1¢| | | _
Bewijs: Zij A een eigenwaarde van O met ]Al = r(@) = r(A), en

¥ een bijbehorende eigenvector. Dan is ,f ”]i'JjT“ A




hid

Alyl 2 eyl 2 leyl = Ia v = [Alfy] = =) ]yl. ~ (2)
Dit betekent dat rI |= r(A), en dus (zie stap IV in bewijs 5.2),
Iyl >0, alyD) = cyl ()
Hieruit en uit (2) volgt nu A(|y|) = |o|(]y]), oftewel . |

2 2
§§1 ai jlyj = %J1 Cl jllyj' (i“ ,...,n)
Daar |y| > 0, impliceert die (vgl, bewijs 5, 7))

ai,J = ‘ci)jl (i,j= 1900-9n)o

5.10 Opmerking,
(i), In 5.9 kan de irreducibiliteit van A miet worden gemist,
Dit ziet men b,v, aan de hand van de matrix A uit voorbeeld 5,5
=l ‘
met C: =5 A, ,
(ii) Evenmin geldt de omkering van 5,9, in de zin dat IC]*A im-

pliceert r(C)= r(A) Neem maar (
101 : : w1
A= <1 1) SR (‘1 y

A,

Dan is [C| = A > o, en 0 = r(C) < r(A) =

5.11 Stelling, Zij A e MnQIR) een irreducibele matrix met A > 0, en
C a'Mn(IC) een matrix waarvoor'geldt'
[l €A , r(C) = r(a)
Als M een eigenwaarde ven C is met |A| = r, dan is er een,diaw‘
gonaalmatrix D zo ,dat ‘ |
| ol =& , ¢=2p.a,0",
'QEEEQE' 2ij y een eigenvectoy van C, behorende blj A, Merk op
dat de formules (2), (3) dan van toepassing zijn. Definieer de

matrix D door

Yy .
digj § = 6193i~:‘ (igj‘1wenopn) .

Dan is D een inverteerbare matrix, met ID]“D, waarvoor geldt

D(Iyl)* y. Voor Fis % X D™ 10 D hebben we dus -




 Maar

5.12

5413

5.14

*s) = § 5oty = § 1 (G ¥ =EA Iyl = ol U

-1 :
= lcl = |5 07, c.p| = [F|, .
We kunnen dus lemms 5,7 toepassen op F, en v1nden F 2 O, d, w.z. 1 '
= |F| = ’
Daaruit volgt ‘het gestelde.

Opmerking, Het epectrum van c (in 5.11) komt door draaiing

voort uit dat van A, pre01ezer

o(c) = ; v(4), |
prehdien, als B e ¢(C), dan heeft ﬁ‘dezelfde algebraische - en
meetkundige multlpllcltelt als de eigenwaarde A W van A, Dit volgt
gemakkelijk uit de gelijkheden P ﬁ
det(VE~C) = & det(XVE ~-4) rang(VD~C) = rang(va ~A)

(vgl, de inleldlng van deze paragraaf),

Definitie., Zij A ¢ Mh(]n). De verzameling ;

(A e o) | [A] = x(a)}

noemen we het perifere spectrum van A, en de punten ervan de

Perifere eigenwaarden van A,

Stelling (Frobenius), 2ij A ¢ Mh(IR) een irreducibele matrix
met A > O, Dan geldt:
(i) iedere perifere elgenwaarde heeft algebraische multipliciteit 1,

(i1) als Ko,ea.,Kk 1 de perifere eigenwaarden van A zian, dan zijn

' ﬁg,...,xk-1 Juist de k® eenheidswortels,
T

(iidi) W(A) is invariant voor draaiing over een hoek 2n§ d.W,2,
V’(A) = exp(zni) 7(4),
BeWij W ‘\4 \J

(1) W' weten dat r een (perifere) eigenwaarde van A is net alge-

; bralsﬂhe multlpliciteit 1. 21i) nu A een willekeurige pezlfere

eigenuaargﬁ van A Dan bestaat er, volgens 5,11, een diiconnnie




© matrix D met |D|=E zb, dat

| a=2p,077, |

Dit betekent, volgens 5.12, dat A dezelfde alg. multipliciteit
heeft als r, dus 1o

(ii) 2zij {i-ho,h1,...,Ak_1} het perifere spectrum van A, en stel |

. p=—d
J/J r (j=6,...,k—1) y G 3= {1 )’o’ 19-001))1¢_-_1}
We zullen aantonen dat G een groep is, Voor iedere ;j‘,z:i.;j_:D'_j _

een matrix, zoals bepaald in 5.11, dus

A=, Dj.A.D."1 D] = B (§=0,...,k~1).

. i
‘Dan'ig, |
R R S/ Dy.(¥y Dy.aDy~ ),y

Pyfy (D5.Dp) b (D.D)7" (g,1m =0ye0u k1),
Dit betekent dat Pj /1 r in het perlfere specbrum van A ligt,
m,a,w, VJ 1 € G. Dus ¢ is een ondergroep van orde k van de .
multiplicatieve groep T.der complexe getallen met modulus 1, en
derhalve noodzakelijk de groep der k© eenheldswortels. B

(iii) Volgt dlrect uit (ii) en opmerking 5.12,

5 15 Aanvulling, Onder de voorwaarden van 5.14 bestaab er een permu-
tatiematrix S zo, dat . 4 |

| 0 A12 0 oo O

85T =0 0 ks w0

0* , A
A0 0,0

4

X\

waarin de diagonsal uit vierkante matrices beuta&témits k > o)
Bewi*s. Zie [9], par XIII 2, ’ : |




e v aa sigemene theorie van Riesz~ruimten
Par, 6
In deze paragraaf is (B <) steeds een Riesz-ruimte met kegel K,

We beginnen met een asntal regels die iets zeggen over het verbamd _ -

tussen de roosteroperaties. Daarbi;] m:jn x,y,z,elemenben,van E,:

-

6.1 Associatieve wetten ,

(xvy)v z=x v (yv2)= sup{?,y.z}
(xAy)a z=x A(yAz)—inf{x,y,z}
ewi;js. Triviaal

6.2 Distributieve wetten .

(xvy)az=(xnz)v(yaz)
(XAy)via=(xvz)a (yv 2) o
Bewijs: We bewijzen de eerste betr'ekking. Zonder moeite ziet
men dat e |
 Evy)az )y (x4%) v (yaz)
- Stel wi=(xaz)v (ya z)., Dan |
W2 Xaz = x+z-(xv2) (volgens 2.7(i11))
= w-z+(xX v 2z) 2 x ' | |
Daar hetzalfde geldt met vervanging van x ddor y, volgt‘n;u
(w~z+(xvz))v(w-z4(yv z)) 2 Xvy |
= wez+{x viz) viyvz)) 2 Xvy .(vqlgené 2.:11(5.)),,
. w—z+((xvy)vz‘)>xVy B BRI
= wezt(x vy);-z-((x vy)a ) > "va
= w2 (xvy)az

- Hiermee is de formule bewezen,

(i) [x+y| < [x|+]y] (driehoxslc8011gelijkhe;§,d)
<mnxn-1yu< |-y ] I
(1) [ (x v z)-(y D+ (xa2)~(y nz)]=|xmy] . S

;,/" / (1v) [xFey h‘lx -y~ |= }x~yl o SR

{ s lowi nd L & o+ -



6.4‘

- (iid) '(u+v) vw > (uvw)+(v vw)-.w."

_*roJ 1; nu onm1ddeli;)k het gestelde.

(vi) Aequivalent zi;jn; (a) Izl <x
(b) T us,u, in X zo, dat z-—u ~Uys X=Ug+u, -
(¢) = Uiy in K 20, dat Z=U~Uy, O < X, OLu < x.
Bewijs: (i) is practisch triviaal, en (ii) volgt uit (i)
(111): [(x va)=(y va)[={(xvz) v (yv2))=((x v2) A (y "Z)), (2.7(iv))
=((x v¥) v2)-((x a¥) va) i
=((xvy) va)- Gan-axay)as) (2.7(111))

"Op soortgélijke wijze vindt men

l(xf‘z) (yAZ)l (xvy)rz-((xvy) vz) ((xa y)~z).

- Opgeteld,

Hxv #8)=(yvz) [+]|(x rz)=(y nz)|= (x vy)-(xay)=|x-y]|.
(iv) is (11i) met z=0, En (v) is gemakkellak te verifieren. |
(vi) " (a)ﬂ(b) lz] < x = (zt+z” <Jx) |

.~ T u ek zo dat x=z++z"+u -
Stel nu u1'~z++;u, en u,:=z +%u. Dan volgt (b)
(b)=(c) is triv1aal | ‘ BT R N
,(c)ﬂ(a):(z=u1-u2 met Q$u1£x, 0g uzsx) - i | BT e
- (z < u, < x, en -z uy £ x) ”;f"7  -7Q

- IZ, £ %, - o 2 B : .

Lemma, Laat u,v,w elementen van K mjn. Dan geldt
(1) (wv)aw < (Uaw)+(vaw) '

(“ii) (u+v) vw < (u va)+(Vv W)

Bewijs: We bewijzen alleen (i),

(U+v)aw > uaw A - Iy

- ((u+v) A w)=fun w) 20 PR g‘ T ™. k

g~ ((u+v)nw) (u Aw)= I((u+V)AW) (U-AW)! A |(u+v)-ul «(,6°3‘(iiiu;%
=lvlev, ol e

Dasa i' bovendien

((u+v)Aw) (unaw) < w,

/



v‘6.5 Stelling, Een Riesz-ruimte heeft de interpolatie—eigenschap:
Als {u1,...,un} c K en {V1,..;,vm} c K; terwijl
n m S
34 T
i=1 %1 ¥ =1 Yy | -
dan zijn er elementen i4 (i=1,...,0, j=1,...,m) in K zo dat
m , n
ui J=1 wi,j en "V'j =1 wi,.‘] . (i 1,.000‘,‘11,’ j 1gooogm)o
Bewijs (door inductie naar n en m);,Als.n=1‘of_m=1 is er niets te
bewijzen, - - ,:   ' ]f {f‘ U 5
(i) n=m=2, We hebben
u1+u2—v1+V2 ® ‘ . : ‘ -
Stel wy ,: 1A‘v1. Dan volgen hieruit GRS
]
W,250Vy
Yo, 1V s
beide in K, en ook
W 2 Uo Wy 1 TUG=VHW, 1“’2“‘“1"”1 17727 Wq e
Rest dus nog slechts te bewijzen dat w2 2 in X 11gt Welnu
U2TW2 17VRW g 2 =Wy 5 |
T Wa,q Sty - » :
=W, 1 =(u oWy 2)(\W2 1 <(u2Aw1 2)+(w1 2"w2 1) W (6 4(1))

‘Maar . :
Wi oA Wy 1=y Wy 1)"("’1 s 1) (“1’""1) "’11“"’1 1“"1 1=0..
Dus -~
V2,1“u2/\w291 s ) . ’ .’21 ;. | i v:- = . “A\R
Uy 2 Wy g o N L ‘\f\\

2 5 2 0. ‘
(ii) a~2 mp 2 (induotie near m), We hebben

; u1+u2-v1+.e.l~v 1+V ]
Stex vitsv+ voetV, 4 en v2.~v ; en pas (i) toe, Er wijn Z;,4 € K
zo,%at | |

/s v myie |
.y u_1 21’1‘4‘21,2 : v.]'*‘).m"vmm-' V{ Z1y1+22,1

TRy ey Yy o FVoTEEg 4By po



Volgens inductie-aanname zijn er Wi;J e K (i=1,2;‘j$1;..;;m—1) o

6,6 Stelling. Een Riesz-ruimte heeft de decompositié~eigenechap:

zd;dat

vjzw']:,ﬁi-%@rj (J=1,..n.1:11n-1) R : B
Z1’1 j=1 Wv’,j’ 22’1 j=1 ’J’.
Definieer nu
Y1,m %% 2 Y2,miT% o |
Dan is inderdsagd _
_ vj=w1 j+w2,j (j=1,..,,m),

(1i1) n > 2, m 2 2 (inductie naar n). Ahaloog aan (ii),

©.x+[0,7]=[0, e8] g
Bewijs: Men ziet onmiddelijk in dat B
[O!XJ*B)aIYJ c [0,x+y].
Neem nu z ¢ [0,x+y]. Dan is er een w 2 0 zo dat

ZAW=X4Y i

Volgens 6,5 bestaan er dus Wyog € K (1=1,2, j=1,2) zo dat
: b4 . . .

6.7

z=w191+w1’2 o i=w1,1+w291 (en dus'w1§1 e [0,x]) |
WSy b, o y=w192+w2’2,(en dus Wi o€ [D,yl)f
Dus w € [O,KJ-!‘[Q,YJ.

Opmerking, Voor de formulering van de interpolatiem_en'decomposim

tie elgenschap is het niet nodig te veronderstellen dat [Eig) een

- Riesz~ruimte is, Men kan dus spreken over 0.V, met de interpoiy. .

eig.; volgens bovenstaang bewijs hebben deze vanzelf de decomp, = -

..

eig., Omgekeerd heeft ledere o,v, met decomp, eig, de interpol,
elg,, maar er zijn o,v, met de interpol. eig. die geen Riesz~

ruimte zijnfzie ['f].section 1e1.7).

L g ‘,v’

.,




kelijk behoeft e gelden dat xv.y (dow.z, x vEy) in M ligt voor elk

tweetal x,y in M,

6.9 Definities,zij (E,<) (nog steeds) een Riesz-ruimte, en'M een

lineaire deelruimme van B,

. A . R - e

RN Acveded et W LLEL L . .
(i) M eet een Riesz-deelruimte ven L, als xMmy ¢ M voor elk

tweetal x,y in M,

(11) M heet een (ordé-)ideaal als
(x e, [y < |x]) - y e M,

~ geldt sup B ¢ I,

6.9 Eigenschap, Een ideaql'Mnig;F is éen Riész~deelruimte van Ef
Eﬁﬁilﬁ‘ Neem x,y in M, Dan
x-y.s M ) N
lxylem - PRI R
- x\;y=%(x+y+lx~yl)va M | o

6.9 Voorbeelden,
(1) 2ij E de ruime B,[0,2] (va1 2.4), en ‘
. Mi={f ¢ T | £(t)=0 voor alle 4 ¢ [9,1]}&

Dan is M een band in B, | -\\

(i1) 2iJ E de ruimte 1, dowez, de verzameling der rijtjes (xi}i:;

van reéle getallén,waarvoor’fga#xi] £ =, met termsgewijze optelli;E\

er. scalar«vermenigvuldiging. Geef E de ordenihg met kegel '

2T Re={x €1y | %y 30 (4=1,2,...)}. |

,, Dan is 1, een Riesz~ruimté,waarin (x\ry)i=ximryi (131,2;;9.). |
Definieer | ' o Rt ‘

s={x ¢v11‘1 X310, voor bijna alle 1},

- M is een deelruimte , en als x ¢ M en [y| < |x| dan



. 3

[yi]=1yli < ]xl.=lxil=0 voor bijna alle i, .
Dus y e M. D.w.z. M is een ideaal, Maar M ig geen band, want:
Definieer voor elke kgﬁke]nagmt.ﬁaneﬁielement xk van 11 door
xki.—o voor idk R |

voor 1<ilk,

'l-*

N

‘ ‘ ty . - o .
Dan is_{x | % =1,2,..,}=:B een gear boven gerichte deelverzameling‘
van M met

SupB (] 2,-1-)511\M‘

6,10 Lemma, 7ij {M ] vV €"I} een collectie deelruimten van E, en stel '
| Me=n{M, | v e 1}, |
(1) ‘Als alle M, Riesz~deelruimten zijn, dan is M een Riesz- -
deelruiﬁte van E, | o
(i1) Als alle M, idealen zijn, dan is M een ideaal,
(iii) Als alle M, banden zijn, dan is M een band,

Bewijs: Triviaa}.

6,12 Opmerking, 21 x e E, De dporsnede van alle Riesz~deelruimten
'(resp. idealen, resp, banden) die x bevatten, noemt meﬁ‘de Riesz~

deelrulmte (resp., het ideaal, resp, de band) voortgebraCht door x,

R T 7Y

(i) 2ij u & K, De Rlesz—deelruléng%oortgebrachL door u is Cw
deelruimte voorbgebracht door uj in formule, . : ‘ fg:v?
R, = 5p(u) := fuu ]m.aIR} \
Zoa.s een voorbeeld in IR reeds aantoont, geldt dlt niet voor
wil’ ekeurlge u e E, . '
(ii Zij u e K, Het ideaal I, voortgebrachb door u is
Iy = aloy ne [Fu,u],
\”lg. Stel
P = O [~u ul, - 7
;H t is duidelilk dat T c. I uwl rest te bewijzen‘dat b een ideaal is,




Welnu, als x,y in ¥ liggen, dan geldt
' 04,0, in IN 24 dat x ¢ n1.[—u;u]u v e n2[~u,u]
7 &xy,yy in [~u,u] zo dat x= n,.x,, y=£n2.x2.

Kies m max{n1,n2}, en stel x, i= alx1, o i= 5?y1. Dan is
‘ Xnty : = R o

2 2) S
2

X+ y= m(x2+y2)=‘2m( | o e
e 2m, [~u,u] | (volgensA1{7)'1gf?z‘fff5r;5 {
- Xty e F, . | ~ .
Voorts is het onmbddeli jk duideli jk.dat
(xeF,xem)-*uxaF,
Dus F is een deelruimbe van B, Tenslodte, indien
xe |yl < x| R
- dan geldt

"I n eIV zo dat x ¢ n.[}u,ﬁﬂ, !yl'5'lx]
» vl < Ixl € a FE
- ye n,[~u,u] c P,

"Dus F is een ideaal,

Zij X een compacte Hausdorff ruimté. De verzameling Cr(X) is bij
de gewone (puntsgewijze) operaties en ordening (vgl 3.5) ewn Riesz~
ruimte en tevens een algebra, Behalve over (orde=)idealen kinnen we -

dus ook spreken over algebraische idealen (Ziefdéf.T4:2;:déf1rs;n6;13_en

61$4“vormen"égn?geﬁerhliéatié,vah@4ﬂg$)b We geven C.(X) ae toﬁb&ggié‘.
der uniforme convergentie (zie [ 1, def 29). Als V een (gesloﬁen)\\{;'

\\

deelverzameling van X is, dan is klaarblijkelijk de verzameling o AN
Iy = {f ¢ C.(x) | £()=0 (t ¢ V)}
‘een ;ésloten algebraisch ideasl in C..(X), Omgekeera geldt:

6,13 liemma, Als I een gesloten algebraisch ideazl in Gr(X) is, dan .
| fis er een gesloten deelverzameling,v‘van X zo dat I = I“

Ve
/ Bewijs: Stel S0
/ o VeElex|emeo (remy).
/

[
L




V is gesloten, en I c IV° Neem f g IV‘ % b d a.,gﬁl.‘
el = max {[£(8)] | ¢ e X} = ’
Kies & zo dat 0<e<i, en definieer
W o= {4 e X | 1£(t)] 2 €} | coe
W is compact; niet leég, en W n V ' $ . Voor iedere t e W bestaat
een £, e I zo, dat ]f (%) > 1; dus zo, dat |
lf (@) > 1 voor alle u in een omgeVLng Ub van t.‘,k
Er bestaan nu Bireeesty in W zo dat T U
We Uy U ... o
Stel |

t,°

-

- 2 2
g Ll f-t1 } L] +ft

. o
Dan is g_ ¢ I, g, 2 0, enng (t) > 1 voor alle 4 e W, De funetie‘
b, = ta,(ere,) | |
ligt in I, daar I een ddgebraisch ideaal is, en eenvoudige bere~
kening toony aan dat : ; -
[£(t)=n_(%) | =| o (t)l $e  (tex),

Omdat I gesloten is, volgt hieruit £ ¢ I,

6,14 Stelling, Zij I een gesloten deelverzameling van Cr(X). I,ig een’
| algebraisch ideaal als en alleen als I een orde-ldeaaliis. ' :
Bew135. ‘ |
(1) Zij I een alg, ideaal, Volgens 6,13 is er een_geslé%an'v c X
26 dat I = I,. Dus | | o ; -
(fe1, |g] < [£]) = (£(4)=0 voor teV, !g(t)l < lf(t)} voor ~§m
- g(%)=0 voor t e V |
. - gely =1,
Dus I is cen orde- ideaal‘ |
(i) Zij I een orde~ideaal, Neem f g C (X) en g e I. Stel.% ?":"f;f
dan is ocgeI, en : ‘ .
Itgl = |£] |g| & wie] = |ag|
?Daaruit riolgt fg e I, Dus I is een alg, ideaal




1

-

Zij (nog steeds) (E,£) een Riesz—ruimte, en zij M een llneaire“
deelruimte van E, Voorts zij D.—Bz’M de bijbehorende quotientruimte
(J1 ], def.12), De elementen van 3 worden aangeduid met representan~
ten, X: =x+M, We definieren in E een relatie < als volgt. | |

X<y - yxe K+M | : S j o (1)
De bijbehorende kegel {x { x > 0} noberen we meL K Dan is gemakke~f
1lijk na te gaan dat geldt ' | B
' (1) K+Kck&
. (ii) ochK («,-xaIR-;oég 0) _
- Niet steeds geldt echter‘ivﬂ 1% {O}, zodat £ niet automatlsch een
" ordening in I definieert, (Tegenvoorbeeld: Neem E:=( [O 1], en zij

M de (Riesz-)deelruimte der constante functies, Als f,gedeflnieerd

ﬁfywordt door f(t).—t, dan is 0 3 £ e'K n ~K.) We hebben echter:

3

6;15 Stelling, Als M een 1deaa1 is in E, dan deflnieert (1) een orde~

"ning in E /M, BlJ deze zgn, kanonieke ordenlng is E/ M een Riesz-

ruimte. Bovendien

NN

N - ~ : s ~
Xvy x»‘yr-xr\y.

XVy’= .
~ Bewijs: Om aan te tonen dat < een ordening is, moeten we laten

zien dat K' N -X = {0}. welnu, zij X ¢ ¥ n -k, Dan geldt:._fj

c Uq,U, in K en my,m, in M zo dat x=u1—m1, ﬁx-u2+m2.

T

O=x+(~x)=(u 4m1)4(uzkm2)~u1+u2|(m1+ma)

~ Uy e M (want M is een ideaal)

-

Pad . .
- o= O‘ . : .

~w

Dat (L,() een Riesz~-ruimte is, zullen we bewijzen door aan te ‘
tonen dat: %v0 = XvO voor iedere ¥ e T (vgl, 2,2), Het is dui-

| delic dat %¥v 0 een bovengrens van {%,0) 1, Zij nu z een bovenm
gren; van {x 0}. Dan zijn er m, en m2 in M zo, dat 'g.fT




vStel'm:=m1A My, Dan is

Z-X- =z~x~mi+(m1~m) 20 }z¥m=z—m2¥(m2~m) >0

en dus z-m > xv 0, Daaruit volgt

~ AN
Z =2z-m2>xvO0,

N ”~

Dus v 0 = %v 0,

De overgebleven formules volgen uit de zojuist beWezen betrek- .

king en de volgende stelling (waaruit blijkt dat de quotient-

afbeelding een RiesZ~homomorﬁ%dsme'is);

6.16 Definitie,Laat (E,<) en (F,4) Riesz-ruimten zijn (Dat ge ordé-ﬂ?x

- ningen in E en F met hetzelfde symbool < zijn aangegeven kan
moéilijk verwarring wekken) , 21 j JiE—>TF een lineaire afbeelding
([+] aefr. 8). we noemen J een.RieSz-homomorfisme,ialsv '

W_"'_'—"M

I(xvy)=dxvJiy. sy J(xAy)=dx a Jy

6.17 Stelling, Laat (E,<) en (P,<) Riesz~ruimben zijn, en J i B> F

een lineaire afbeelding.,Aequivalent zijn dé}beweringen:

(1) 7 is een Riesz-homomorfisme, . = .

(ii) ‘x:sy?o - fo\Jy=0~_:  ) "ﬂ:ﬁg:;  ‘ 2
(dd1) I(x%)=(gx)* | L
(iv) J(x")=(gx)~
(v)  Jlx|=]x}
(vi) Jxv ¥)=dx v Jy
(vii) J(x:«y)=Jx‘«Jy . .
Bewijs: We bewijzen alleen (ii) - (iii);LDeapverige relaties

volgen onmiddelijk uit de lineariteit van J éﬁ»ﬂg sémenhang

~
RN

tussen de roosteroperaties (zie ng lemma 2,7), 7~k,\ s

~.

(11) = (1i1). Voor x € E geldt ‘ R L

, . ‘ ‘ ™
(Jx)+=(Jx)v O=(J(x+-x”))»f0=(J(xf)~J(x"))v O=J(xf)-(J(x")J\Jf:{K

Maar volgens 2.5,(vii) is x*a x*éo;‘en’dﬁsﬂd(x+))VJ(x“)éO;fDaafé',

uit volgt (Jx)+=J(x+)gv.‘

N



6,18 Definitie, Een Riesz-ruimte (B, <) heet Archimedisch geordend !

-_(afgekort,'A.o,) als, voor iedere y ¢ E,

(e X < ¥ voor alle w3 0) »x<0

6.19 Lemma. (E,) is Ajo, als en alleen als voor iedere uek geldt
‘inf{-u}n12,,..}~o |
Bewi js:
(1) 21y (E,() A,o,, Klaarbliakelijk is O een ondergrens van
i= | m-u | n=1,2,... }.

Zij x een ondergrens van U, Kies een o« > 0, en bepaal'no sﬁNdaé.

“x.iﬁ,-;uu{s. 3“—%-%11: . | _ ?
Daar o willekeurig is ,volgt hieruit X 4 Og
(ii) Omgekeerd, |

%X Ly (> 0)

ext oyt (w5 0)
> ot <yt (e
- x iinf{%y*]'nem}'mm

+
- x£0,

6,20 Voorbeelden, IR (met de gewoné ordening) is A.o0,, Daar het product
van A,o, Riesz«ruimten (met dé productwordening), en eeﬁ Riesg-~
deelruimte van een A.o. Riesz-ruimte ( met de relatieve ordening)
weer A,o, zijn, volgt nu onmiddelijk: IR™® met coordinaatsgewijze
ordening, ¢ (X), 1 z1jn A, O Daarenbegen is IR met lexicogra-
fische ordening niet A, 0.(rF:2); U&mb-(1g@..,1) 2 (0,1,0..,1) *+
(05e¢..50), voor alle m e, ) | |

”

6.21 Definities, Hen Riesz~ruimte (E.<) heet orde-volledig (afgekori

0.C,) als iedere niet-lege naar boven begrensde deelverzameling

van E-een supremun heeft,

- (B,4€) heet g=orde-volledig (afgekort,irwo C.), als iedere nietw

lege aftelbare naar%oven begrensde deelverzamellng van E ee\

supremum heeft,




Indien ¢ # B ¢ E, en
B = {sup A [ ¢4 AcB, A eindig },
dan is E €en naar boven gerichte deelverzameling van E, en B ¢ B
Voorts bestaat sup B als en alleen als sup B bestaat, en dan zign

beide gelijk, Het volgende lemma is daarom evident.

'6 21 Lemma, De volgende beweringen zijn aequivalent.

(1) (E L) is o,c.,

(i1) Voor iedere niet lege neaz boven gerlohte,unaar boven begrens-
‘de deelverzameling van E bestaat het supremum.
A;(iii) Voor iedere niet Xege, (naar beneden gerigte) naar beneden

begrensde deelverzameling van E bestaat het inflmum,

6.23 Stelling, Een ¢-o.c, Riesz-ruimte (E,;%) is A.o,,
: Bewijs, Zij u € K, De verzameling
U &= { =u | nelN} |
is}naar beneden begrensd, dus bestaat x:=inf U, en_~f
%x Z.inf U =inf (lU) * (volgens 2.8(41))
=inf U=x o
Dué x =0,

6,23% Voorbeelden,

(i) " ,coordinaatsgewijs geordend, is 0,C,

(i1) m™ slexicographisch geordend, is niet G%o c. (n 2 2).
(111) B (x) (x villeketrigevdnss ©) s o,c,, '
(1v)  0.{0}1] is niet owo,c,, |
(Voor eén'@%o@ce, niet o.c., Riesz-ruimte, zie [ 6] Promlem\rms

gecombineerd met 4N) |




Par 7 Positieve lineaire afheeldingen

Laat (E1,<) en (E2,<) 0.vV. zijn. De verzameling L(E1,D ) der |
lineaire afbeeldingen T: E1——>E2 1is een lineaire ruimte onder punts- :

gewl jze optelling en scalarwvermenigvulding.

’7 1 DEE&E&E&S. 21§ T e L(B1,D )o T heet een posibieve lineaire af~ '
Gemyx20-ma0.
We schrijven R

K(E,,B,) 1= { 7 ¢ L(E;,E,) | T > 0},
7.2 Eigenschappen, g v
(1) K('E1,E2) + K(E1‘,’E2) c K(Ei",?EZ)
(i) <K (E, vEy) € K('E1,}32) (o2 0)

(iii) Indien de kegel K, van E; de ruimte E, voortbrengt (i.e.
By = K+K,), dan bovendien . ’ B
K(E,E,) n -K(E1,E ) = {0}
Indien voldaan is aan (iii) dan is (L(E1,E )sX) dus _een o0,v,, Dit
is zeker het geval als E1 een Riesz-ruimte is, ,
Bewijs: We bewijzen alleen (iii), De rest is triviasl, ,
(111): 215 By=K(+K,. Neem T ¢ (5,2 0 “K(E%;). Den -
T > 0v , «p 20
“Tu2 0 ,«Tu >0 (uce K1)
= Tu=0 (ue K )
Neem nu x e E,. Dan is x~u1&u2 meb u1 envm2 in K1, dus
Ix = Tu1wTu2 O~0 = 0, )
d.w.z, T = 0,

7.3 Definitie, Z2ij T ¢ L(E1,E }o T heet ordeubegrensd {afgekort, 9.b, )
als voor iedere orde~begrensde verzamellng Ac B1, TEA] een orden_
begrensde deelverzamellng van E2 is, De verzameling der o b, 1ine~ |

aire afbeeldingen duiden we aan met Lb(n ’DZ) ;“‘i, | o

|
N |



~ De volgendé eigenschappen zijn gemakkelijk te venfieren:

7.4

Eigenschappen,' -

(1) T is O.b., als het beeld onder T van ieder orde-interval |

7.5

een orde-begrensde verzameling is,

(i1) Als T > 0, dan is T o.b,,

(iii)'Lb(E1,E§ is een lineaire deelruimte van L(E1,E2).

(1v) Als By=K,-K;, dan is L°(E,,E,) een 0.v., met kegel K(E1-,E2).
Stelling, Laat (D <) en (132,<) Riesz-ruimten zijn, ‘waarblj (E2,<)

O, c.. Dan is L (B1,E ) odk een, ﬂRiesz~ruimte. Bovendien geldt

voor T, T, T, in P (E1,E ):

(i) TTx = sup {8y |.0< ¥ < x} (x >'O)

- T.6

(i1) (Tyv T,)x = sup{{T1x4T2xLl x1,,x2 in Ky, x=xq+%,} (x > 0)
(iid) (T1,~T2)x = inf {T1x1nT2x2] Xy,%y in K, x-x1lx2} (x > 0)
(iv) ||z = sup {T(x 17%5) | xq, X, in K1,}x—x1+x2} (x> 0)

(v) [Plx = sup {12 | |z| < x} (x5 0)

(vi) Imx| < |2](]x]).

Bewijs: Bij het'bewijs‘maken we gebruik van het volgende'lemma:.)'

, U ‘
Lemma, Laat (E <) en (D2,<) 0.V, zijn, terwigl D1~K =K. Zij L:
K,—>E, een afbeelding waarvoor geldt ‘
(1.) L(x1+x2) = Lx, + sz (x1i.0, %, 2 0)
(i4) Llex) = wlx (x >0, w2 0),

Dan is er juist één 8 ¢ L”(E1,D ) zo dat S]K =L (d W,%, Sx=Lx

AN

voor x € K,). _
Bewijs: Neem y € D1e Dan is y=x ~x2 met x1gx2 in K16 Definieer ‘
| Sy := Lx1 - sz
Ondubbelzinnigheid: Alb y=x,'*x," met x1 &x9§ in K1; dan
CXpFXy ' = x4k, , ‘
= Ly, #xlxy' = L(x 4x2 ) = L(x1 +x2) = qu' + an
- Lx1 ~Lx, = Lx1 - sz > '



Additiviteit: Zij X=u,~u, en Y=V ~v, met u1,u2,vi,vé in Kl; Dan

S(x+y9 = S(u14ﬁ2+v1~v2) ='S((u1fv1)+(u2+v2)) =

]

1 o . P N ’.‘ o . - ve - =
L(u1+v1) L(uzkvz)ur @u71+fbﬁ1 + Iu, - Lv,
= 8x + Sy '

De homogeniteit bewljst met analoog; de uniciteit is triviaal,

Bewijs van stelling 7.6:

‘Neem T g Lb(E1,E ). We zullen aantonenadat T+ 0O bestaat en dat
(1) geldt, Voor x e K1 definieren we B

Ix 3= sup {1y | 0 £y £ x} = sup T[O,xj
'Dit is mogelijk, daar T o,b,, en L2 0.,c. is, Dan geldt

It

L(x1+x2) sup 1[0,x 1+%,] .’

sup T[ [O,x1]+[0,x2] 1 (volgens 6.6)
wMT@md-bﬂpmg)

sup T[p,x1] + sup T[Q,xz] (volgens 2,8(1))

il

i

il

Zobok:
Llcx) =wlx, (= 20, x> 0).
.Dus L:K1~m>E2 voldoet aan de eisen van lemma 7,6, Er bestaat dus
een S ¢ L(E1,E2) zo dat S!K1= L. Voor x > o is
. Sx = Ix = gup 1[0,x] > 7x |, Sx >0

Dus S ¢ Lb(D1,D ) (wegens 7, 4(ii)), en S is een bovengrene in
LP (D 1By ) van {7,0}, Penslotte, als Sy eveneens zo'n bovengrens
is, dan geldt voor x 2 0,

- 8x = Lx = sup T[0,x] < sup S, [0,x] = '8,%,
Dus S £ 8;., Derhalve bestaat Tv 0 = § (waaruit volgt dat Lb(E1,E2)
een Riesz~ruimte is), en formule (i) gelds,
(11). Paar Ty v 2, = ((2,-1,) v 0)+1,, is voor x > 0

€Ty v 2,)x = ((»T1MT2)V O)x+T2x.= sup (T1wT2)EO,xJ + D%

.= sup {(T-]“Tz)y;"l‘gx | 0 <y <=} (2.8(4))
= gup {T1ymT2(x~y) [0Sy < x}

= gup (T2 #05%, | 237 2 0, %y > 0, x=:%.4x. )




Te7

T Ty, T2 T,. Dus

'(iii) en.(iv).volgen uit (ii).

e s g e i

T 1
e

(v) volgt uit (iv) met behulp van 6 3, (vi)
(vi) volgt uit (v)

Stelling., Laat voldaan zijn aan de voorwaarden van stelling 7.5.
Dan is de Riesz-ruimte Lb(E1,E ) o.c., en voor iedere niet-lege
naar boven gerichte, naar boven begrensde deelverzameling B van

b(E1,E ) geldt | '

(sup B)x = sup {Tx | T ¢ B} (x > 0)

Bewijs: 21ij B c Lb(E1,E2) een verzameling met de genoemde eigen-
schappen, en zij S, een bovengrenSVVan B (SO £ Lb(E1,E2)). Voor
ledere x e K; is {Ix | T ¢ B} naar boven begrensd door S,%. Dus,
daar E, o.c, is, bestaat | |

 Ix := sup {Tx | © eB}. (x> 0).
Meklk op dat voor émk_tweetal»m1,m2 in B een T ¢ B bestaat zo dat

T1x1+ Tang Tx1+_Tx2=~T(x1+x2)' (x1,x2 in K1) ' , ;
Daaruit volgt (met behulp van 2.8, (%))
Lxqy + Ix, = sup {Pyxy | T, e B} + sup {T,x, | T, € B)
= sup {T1x1+T2x2 | ?,,T, in B}
< sup {T(x 17%5) | T € B} = L(x1+x2) (x1,x2 in X,).
Daar de tegengestelde ongelijkheid (trivialerwijze) ook geld+t iﬁ gk
) Ix, + Lx, = L(x |x2), (x; 20, %, 2 0),
Voorts is onmlddeligk in te zien dat
I&%X)**ech (e¢2 07 x> 0),

We hebben dus een functle L: K1—~3EZ die voldoet aan de eisen van

'lemma 7. 6 Derhalve is er een unieke $S ¢ L(D1,L2) met S]K
1

Uit de ongellakheden ‘ ~ ' o v §
KRS RS (m e B)
volgt nu dat S o, ba 13, en. dat S = sup {T 1 Q e‘B}@

v



R i

In de rest van deze paragraaf ia .(.D <) een Riesz-ruimte met ke- -

. gel K, Daar (IR <) een o c Riesz—rulmbe is ,lfunnen we hwt vooraf-fif

gaande ‘Loepassen op de ruiml.e I.(IE m)&lrfder '11ngaixje functi_(malen 09 ’E.“‘
. We gebrulken de notaties : & T
| B A.-.-,: L(D IR):
L (E, IR)

K" = k(E, (ac) = {f e E jf(x) .20 (x 2 0)}.

&y

Twee elementen X eny in E noemen we. dlsjunct |x] A lyl =0 (No-— 5'A

R
u

~ tatie: x | y), Uit 2 5(v11) volgt da‘L x' _L x s voor Jedere X € B,

7 8 Lemma. Zij u ¢ K en g:e 1’ (dus y:c D ) ]_’)anﬁ' 13 e_,r een"y,u"a:E]_’ 5{:
' me(, de elgenschappen 3 ' SR R D | |
- (3) o0 gjou < P‘ :
Qii_)'.jau(x) ;o(x), voor alle x eI, (z.w 6.12 (ii))
(ii1) X = O voor alle x met x _l_ U,
Bewijs: Definieer '. _ S
11 g 2= sup {pl2) | 0<s<x, 5e¢ 'I.} = sup j)[I ﬂ[O,x” (xeX).,
Ve weten dat voor het ideaal I a? voortgebrachh door u, geldt |
I, = U {n[—-u,u] {n cm}
Hieruit en uit de ideadl-defn.nibie volgt gcmalckeli;jl:: )
I.nfo, x19x2] I n[O,x1] I ﬂ[O xé] =qyx, in K),
Daaruit volgt ' , Sl
| 1 (x 44(2) = lu(x1) alvgxz) '(x1,:{2 iyn‘ K)‘,
_.berwijl bovendlen |
1 (ozx) -ocldx} ' j(roclz 0, % 2 'O}' | |
- We kunnen dus lemma 6,7 toepassen op de i‘unctie l .K—-~>.m en
vinden een lineaire. functionaal £, oP i waarvoor ;o ‘K =1, -
, Daaruit volgt onmiddeligl* (i) (en dus 0013. P e E? )e |

- (41), Alsysl,danook,. eIuenx aI.Dus

,augy ) - Bup f,[r n’[o x"7 ] = ou [o,x’_} jf’(y*)‘,s@g;‘




op{dezelfde Wl’]ZB, yu(x ) 7:(:{ ); en dus }ou(x)—jO(Y)

(111). Neem aan x |1 u. Dan ook x* Lw, enx™ | u. Nuis -

7.9

z e I N [0,:;'] . T n eIN zo dat zen[—-u u]ﬂ[o,x+]
: (O<z<nu,0<z<x)

CToe 0<z X X"All u

Daar x' n. u £ n(x"a u) = 0, volgt dus dat
f’u(x ) = .sup /:[Iuﬂfo,x-_j ] ='.sup #{0} = o,
Op. dezelfde wijze vindt men g, (x")#O; _en dus ﬁgx)= 0.

Stelling. 2ij (T, < ) een Rlesz~ru1mte. Dan J.S Eb (met de kegel

“K”™) een o.c. R:Leoz-rulmbe. Als £ ¢ I}b, cn x € L, dan geldt

(1) tos e {fa | 0¢zgx)

'(11) £x=sup {-f | 0 <z« x}

(1ii) |£]e = sup _{._f(z) | |z] S.. %)
Als 'X e B, en j"E.K*,. dan 'geld-b B LI

(iv) p(x*) = maﬁc 0 | 0 < <p) -
(v) p(x7)
(vi) y’([}c])= max {Hx) | |¢] < p}

max {40 | 0°C ¢ < p}

- Bewijs: We behoeven nog slechts (iv), ('v‘%, (Vl) te bew1jzen. c

- Dus

(iv) AlsO(y»(ja,'enxeD, dan:.u»

Wx) < #(x) <p(xt). |
Dué, is ;o(x"’) cen bovengrﬁns van {¢fx) | 0 < ¢ ¢ ¢} Uit lemma 7.8
volgt de existentie van een r 1 vaarvoor o.m, geldi” |
0<5° P y,(x);a(«),fx_,.(r)o"'
Daaruit ‘volgb : .

() Mx» RTINS -/s-'_k(x)sj;a L)),

£(x") = max {sé(x) | 0¢< #¢ ;,}
(v) volgt onmiddelijk uit (iv), - : ;
(vi) 5o(|x]) f(x )+;o(x ) = max{;a.(x ] O< ;g(;»} " max{»}((x)l 0_]&(;0}
max {Mx) ch)l o<¢«a:r B o< ,\<;o} |
max (et | [7] < g} (volgenms 6.3.(vi))..

i-




Daar (D s<) een Rlesz~ru1mte is, is ook Dbb"‘(Db)b met de ge-

- bruikelijke ordening een Riesz—ruimte. Voor Ledere X e B, is,de fun07 ,

tie Jx.Ebm«>iR, gedefinieerd door

(3x)(£) = £(x) (£ ¢ EY),
een element van L(Eb,IR).;Bovendien is

Ix = J(x*)=3(x") ¢ KP#_gb» = EbD |
(hierin is Kb* de kegel van Eb”¥=L(Eb ), en dus van pr). Zo wordt

. Qus een,;kennelijk‘lineaire, afbeelding J E~-—->Bbb gedefinieerd.rvoor*‘

iedere x ¢ E, en iedere f g 2 K*, geldt

Cax|(2)

il

sup{(Jx)(g) | legl £ £} (volgens 7.9(i44))
supla(x) | lgl <5} |
f({xl) (volgeno 7 9QV1))

| (Il=[)(2), | '

Daar K“~K*= E®, volgt hieruit dat

it

it

li

|ax| = a|x[, |

d.w,z, J is een Rieszéhomomorfisme. ’
In het algemeen is J echter gédnni-1 afbeeidlng (neem, bijvoor- |
beeld, maar het geval dat E niet A, o, is!), Voor cond1t¢esg waaronder

J wel 1= =1, dus een RleSV~1gomorfisme, 18,,219 ]7 ], lh. 23,15,

|
|
5
i
|
i
[
|




Hoofdstuk IV Genormeerde rulmten i

. In dit hoofdstuk zal als regel zonder verw1321ngen, worden ge- .
%£§1§ gemaakt van de beginselen van de theorie der genormeerde ruim-
teny men zie daarvoor het colleged1ctaat Punct10naa1~analyse [ ], in ”
het bizonder de paragrafen III, 2 I11,.3, III 8. Als gebruik wordt ge~
maakt van resultaten, die niet in deze. paragrafen te vinden zijnn zal

in de teyt daarnaar nader worden verwezen,

Par, 8 Genormeerde Riesz-—ru_im‘l;en

8;1 Definitie, Zij~(E,$)'eenfRiesz~ruimte, en laat in I een norm

.. |l gedefinicera zijn zo dat (B, |..]) een genormeerde ruimte

is, terwijl bovendien voor X,¥ in B geldt

<l <yl = Il g Iyl

Dan noemen we (E,< H.-") een genormeerde Riesz-ruimte,

Indien’ (E,|..]) bovendien een Danach~ruimte is, dan heet

(B,d,ﬂ,.ﬂ) een Banach—roostor.

;8.2 Liemma, De roochr~operahles in een genormcerde Riesz-ruimte zijn
continu. ' | | ’
Bewijs: Voor de operatiek]..l:E-—>E volgt de continuiteit on-
middelijk uit Ge3 (Li)uﬁn definitie 8,1, Daar in een genormeerde
ruimte de vector- ~operaties continu z;jn, volgt de continuiteit
van de overlge roouteropelatLo nu unt de bekenue samenhang

tussen de rooster- operatles(zie na lemma 2 7)

8.3 Voorbeelden S R
(1) "R™ met coordlnaatsgemaze oxdenmng en de norm ﬂxﬂ:= Vﬁ]xilz
. o "’l‘ . .

18 een Banachwrooster.

_j',' -

(11) ¢ (X) (x compacL Hausdorff, gewone ordcnlng), vo_orzien van
norm £ | :: sup{lf(t)] l t e X}, is’ een Banach—roosber,
(ii1) l (1£p<eo). (zie“[ ] blz, 9;) meL de relatieve product-

: ordening vanIRm 4+ en de*‘norm ﬂ Ed) (iaj '\ij‘;{yp)_’” ‘is een Banachrooster, |




Hetzelfde geldt voor 1 ‘met dé norm ﬂy ‘_~ sup{]xil [ 1 eIN}

: (1v) Op m% (n¥1)" met de lex1ecograflsche ordening is geen norm
te definieren zo dat een genormeerde Rleszaruimte-ontstaat. Dit,

volgt uit de volgende stelllng.

8.4 Stelling. Een genormeerde Riesz-ruimbe (D <. ﬂ..ﬂ)yis Archime-

disch geordend

|

Bew1js. Neem u ¢ K,.en zij w € K een ondergrens'vani{%p | n em},

4

',Dan is
0« WAS %u (n cIN)
~ bl g d g @ em)
= vl =o S
- w=0

Dus inf{%u [ n em) =f0, d.w.z.(E,$)'is A,o,,

Als.(E,ﬂ..ﬂ) en (F;ﬂf.ﬂ) genormeerde rujmtenbfégngm of over ID)"

dan duiden we de verzameling der continue (-begrensde) lineaire

afbeeldingen T:E—>F aan. met LC(D,P) (aulks in afwijking van [ 1. -

Onder puntsgewijze opLe]llng en scalar—vermenlgvuldlglng is LC(E,F) .
~ een vectorruimte over hebzelfde scalairenlichaam élé‘E en F, Voor-
zien van de norm . _,' P
171 == ingfs | uo, umu balxl (x e m)
= sup{[x| | x ¢ B, |x]=1) |
is L (E F)éaen-gemﬂrmeerae ruimmeé als B een Banach~ruimte is, dan‘;{
is ook LO(D F) een Banach~ruimte. In th byzonder, als E een reele ,
genormeerde ruimte is, dan is e ruimte LO(D m)’ der continue linen'f

aire functionalen een (rcele) Banach~ruimbe, deze wordt aangegeven
met E', L B :

We onderzoeken het verband tussen E




8.5

J2

o .

Stelling, Zij‘(E,g;ﬂ.;ﬂ) een genormeérdg Riesz~ruimte, Dan is

: E' een ideaal in Eb.wf

Bewi js:

{;:;fan'Xﬂ%%%ﬁ%%ﬁ&ﬁﬁﬂmﬁﬁﬁﬁﬂﬁﬂﬁb“

Prensd is’ Jvaor elke Ye K (ga na). le dus x¢g [~y,y], dan geldt
l2G < dell <] < Je]. gy ).

Az £0x) ¢ [ el Iyl Je ]y 1. Dus £ e 5P,

E' is derhalve een deelverzameling”(en‘dus een lineaire deelruim-

(11) 2ij £ ¢ B', g ¢ °, en lg] < |£]. Dan geldt voor x ¢ E,

leGx)] < el ([x]) < 'Ifl(h.:j) (7.5(va))
s = sup{£(z) | |z| < [x]} (7 9(111))
- Merk op dat,voor |z <=l : : | .
£(z) & 2] 2] < Je). =

8,6

Yoorts fk e K, en ook fk e Ef voor elke k (want: lf (x)l £

on @ue |g(x)] § Jel. Jel. Daaruts volgs st g & 57, mos Jg < ufu

E' is dus een ideaal in Eb (en_zelf: een Banachmrooster)

Opmérking, E' is in het algemeen geen band in Tb. Dit blijkt uit
het volgende tegenvoorbeeld: B , ~ : ‘ | _ 5
= {x eIRIN | X; =0 voor bijna alle i} |

M t= max{lx; | | 1 em) |

Voorzien van de gevione (relatievu product-) orden;ng is dit een

genormeerde Riqsz~rUimﬁe, Deflnleex de functionalen f en f,. door
f(x):a£§; iaxi ' .,. fk(x) = k1 i, N (X cﬁN) |

Dan is £ ¢ K" ¢ Db, maar £ ¢ B (wanb der ri {eJ}J =1 in E, gede-

finieerd door (eJ) i‘j °T convcrgeerb naar 0, terwiji f(ej) =1),

oo
< f@% i ]x] voor x ¢ B) Tenslobte a;eb men gemakkellgk in dat -
de verzamellng {f I L”cIN} naar boveu gerlcht is, en dat f

sup{fk [ k eIN} Dus‘

Dm LS geen band -




- 8, 7

g3

Stelllng, Als (E < ﬂ.-”) een genormeerde Riegz~ruimhe is, dan

is E' een orde~volledige Banach~rooster.
Eiﬂlli In het beW1js van 8,5 mcrkten we reeds op dat E' een
Banach-rooster is.»,  :
Zij B« E{ niet—lagg,inaar;boygnigegicht E“'met bovengrens g ¢ E',
Stelt men, bij‘gekdzéﬁ‘foe B,.' | |

B, := {f £ B'] rt2f} , ~[f |+ By 5 ,
dan is 32 c K'NE', en sup B, beu aat(lnan')mnsb ‘dénals sup BCuxE')
bestaat (e w., sup B = sup B —lf ]). M a. w., we mogen veronder- |
stellen dat B voldoeL aon

\0..<-f_<..g (fEB) s &1 B,

| Daar Eb o;c. is,‘bestaat'h :=rsup'ﬁ in Eb, en daarvoor geldt:

8.8

In(x)| < lh’l(lxl) = n(|x|) < a(|x|)
| o= alxD ] < el x| = el =l (x e E).

Hieruit volgt dat h in D' llgt, en duu is h het supremum van B

in E', Dus D' is o, c.."

Stelling., Als (E,<,|..[) cen Banach-rooster is ,dan is E' = EP,
M

b_, : 5
=K ~K s is het voldoende aan te tonen dat K'cE',

?ﬂﬂiﬂi’ Daar E
Neem dus pe K* y en veronderstel dat'y niet begrensd is, Dew,2z,:
¥nell, @ x_ ¢ T zo dat =1 en’ ]T(t ). 2“*1 N |
Stel nu y:=[2" n.x ] Dan geldb | |
Tn 200 vl = 2™, le(y )i > 2,

Definieer voorts, voor elke k ¢IN, Syt 531 ym o Dan is

. ¢ ==,
Is "Sln ”n-k|1 Yol & A=kr1 2, \
Derhalve is {sk} een Cauchy-rij, en dus bestaaL :=1lim {sk} B

- Gebruikmakend van 8 2 ziet men gemaklu1¢jk dau x:] > sk, voor alle

k, enqgus, : g R :
£(8) 2 4 (sk) -z, J’(yk) > ok i,ﬁ<1€t’é«_m‘?;"'

Dit is een contradlcb¢e@




Par 9. De stelling vah_Stone~Weierstrasz

Zij X een compacte Hausdorffmruimte. Zoals we reeds opmerkten v
(8.3.(ii)) is ¢ (X),‘meL de gebruikellgke vector -operaties, ordening .
en (sup.-)norm, een Banach~roouter. Bovendlen is C (X) een algebra,

‘@aarin geldt ﬁf gl ¢ ﬂfﬂ lel (a.w.z. het is ecen ‘Banach-algebra),

- Een lineaire deelrulmte A van C (X) heei een dcel«algebra als
(feA,geA) - f,gaA B

Deze paragraaf is- gewijd aan een beschouw;ng van deel. algebra’ S
van C (X) We formulwlen alleen de resultaten. Voor de bewjzen ver-
wijzen naar [ ] par, 1,2., de daar gegeven argumenbabies sluiten |
uitstekend aan bij de door ons in heb voorafgaande onLW¢kkelde the-
orie, Slechts merken we, terwille van de vertallng' op dat een line-
aire deelruimte A van C (X) in [ ] een 'gaas° heet, als en alleen

als A een Ricsz«deelruxnte van C_ AX) is,

- 9.1 Stelling, Z2ij A een gedloben dcelalgebra van C. (Y)ﬂ Dan is A
een Riesz-deelruimte van @?(x)

Bewijs: 1:#], Lemma, 1.2r5.

/ Q,B_Lemma0 Zij M een gslbten Riesz~-declruimie van C (X), Neem san
dat voor ieder bwcebal verschillende puntcn p;a in X, en ieder
Paar*xwﬁ-ln M, een fp’q € M bestaat ?o;dat~ ;
== ? =8
£h.q(P) = Tp,q(0) =/
Dan is M = Cr(}{)° ;

Bewijs: [/ 1: Lemma 1.2.3,

'9.3 Stelling van Kakutani-Krein (1941).

Zij M een gesioten Riegz mdeelrulmbe van Qr(X),,zo dat
(1) Ty e M. ~(ly(t) = 1, voor alle t ¢ X)
(11) M »cheidt de punte ex van X (dow.z,: ?ﬁ&x,i&d&r”twéatal A

W - 3 Lwr \\ TNt e WD e AT AN
e }-\ '..;u »»u.w.s&u«l 'w&s U “‘\J‘l\i"‘ .u.,f,a s e V.;.i: M et LM(,J'*"
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'verschillende'puntén p,q in X.besfé@%’eEn feM 20 dat £(p)#£(q)).
Dan is M = GT(X). ' | | | |

Bewijs: [/ ] Lemma 1,2.4,

9.4 Stelling van StonevWeierstrasz.

'Zij A een gesloten deelalgebra van Cr(x),izo dat
(1) 14y e A : L
(ii) A scheidt de punten van i,

Dan is A = C_(X). |

. Bewijs: Volgt onmiddellijk uit 9.1 en 9.%,

Voor enkéle verscherpingen van de hier geciteerde stellingen
en vewanée resultaten zij verveszen naar de opgaven van vraagstuk V

van de vraagstulkkenverzameling enfnaan de betrokken paragraaf in [/ ],




Jé

- Par 10 De represenbatlestelling van Kakutani+iwoeis

In deze paragraaf willen we de vraag beantwoordeh, wannéer een
genormeerde Riesz-ruimte norm- en Riesg~isomorf is met een C (X)
Daar in C (Y) in ieder geval geldt

[1goy] = {5 e o0 17 Ig] ¢ RE

voeren we de volgende definitie in:

- 10,7 Definitie. z1j (B,&,]..]) een genormeerde Riesz-ruimte. Een
element u ¢ X heet een orde-eenheid (of'kortweg, cenheid) als

E~u,uj ={xe® | Ix] g }.

Het is duidelijk dat een genormeerde Riesz-ruimte hoogstens éen
eenheid heeft, Voor'l;s, als u eonh_eia van E.is, dan iw #fus=1,

Via een reeks lemma's zullen we het volgende resultaat bewijzen:
Een Banach-rooster met cenheid is' norm- en Riesz-isomorf met een
c (X) (Kakutani, 1941), |

Bij de bewijsvoering zullen we gebruik maken van enkele belang—‘
rijke resultaten uit de functionaalwanulysé, die we hieronder eérét
kort zullen samenvatten,

(i) De stelling van Hahn-Banach (zie [ /] par. 2.7).

We gebruiken speciaal het volgende
Gevolg( [+ ] blz. 80). 2ij (E,]..|) een genormeerde ruimte, Bij
iedere x € E, met x}0, bestaat cen lmneaxzecfuncbionaal £ op E,
met de elgenschap dat

£(x) = =l s ¢ Iyl (v e E),
Voor deze functionaal f geldt dus bovendien

feB , £] =1,

(11) De stelling van Banach«Alaoglu—Bourbaki.(zie [+] par. 3.13),
In de formulering van deze stelling komt behalve de reeds bekende
‘norm-fopologie in E' nog een andere topologie op E' voor:
Definitie. 2ij (E,|..|) een genameerde ruimte. De zwak™ (of

o(E',B)- ~)topologic in E' ia de zwaketo topolomic in B'. wmarvonr




I
i

de afbeeldlngen e, ﬂ Q;SER (x & E), .
e (f) = £(x) (£ e B') ,
| boﬂtlnue (lineaire)‘fuﬁctionalén zijn; We verwijzen naar deze to-
poidgié;d.m.f.'het #oorvoegsel 'G(E';E)—}; bijvoorbeeld, o(E',E)~-
61 V betekent: de éfsluiting van V in de zwak*—topologie. Een ha-
8is voor het omgev1ngen—systeem van een element f van BE' in de

(B' B) topologie wordt gevormd door de vazamel1ngen

f (X1)---9Xn;6) o= {f e B , !i’(x )-£ ("{ ”Sa (i=19-un)},‘

- met {x1,...,x }c E, en*6 > 0, Het is duldellak dat de zwak ~topo~
logie (i.h.a,) zwakker is dan de normbopologle van B',
Stelling. Zij (E,H..ﬂ) een genormeerde ruimte. Dan is de eenheidsg-~
bol S' in E' | o . |
§' = {fe B | [£] g 1}
&(E',E)—compaot, |

(iii). De stelling van Krein~Milman'([”7], section 15).

Def:nltle, 41j V een convexe verzameling in een lineaire ruimte.

e,

Een punt %z € V heet een extreem punt van V als V~{z} een convexe

verzameling is (dus, als z geen inwendig punt is van enig lijn-
stuk dat geheel in,V’ligt). De'verzamelipg der extreme: .punten
van V duiden we aan met ext V. o

Het is duidelijk dat}(vvor convexe V) conv ext V ¢ V (conv éxt Vv
betekent de convexe uittbreiding van ext V, l.e, de doorsnede van
alle convexe verzamelingen die ext v bevutben) De stelling van

Krein-Milman, Loegespitst op de.rulmbe D’, zegt nu:

Stelllng0 2ij V een r(D',E)»compaete convere nleL lege deelverza~',

mellng van B’ Dan is ext v nleb lceg,'env

= V(E' E) cl conv ext V

Tot nader order isfﬁﬁ,ﬁ;’?1U)wstéqﬁé#eéh genormeerde Riesz-ruim-

te met eenheid U o
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10,2 Lemna,, D' = Eb, en voor iedere g 'c K* geldt lell = g(u).

o Bew1as. Ve weten al dat E' ¢ Eb. Daar Db

“K K™ , behoeven we voor
de omgekeerde 1nclu31e slechts aan Le tonen dat K* ¢ E'. 21j dus

g € K™ en neem x & E met x+0 Dan is

X € [uu] : B
Bl o Bebw'
= el < lel(Ix]) g(IXI) g(ﬂhﬂ«u) = Ix]-g(v)

- g E' ,;HéUf§“g(u) | |
‘ o SR ot "l [

K

| Daar |
le(w)| = g(u) = }ggﬁﬂ lulogw)

geldt zelfs g] = g(u) EEE L L |

We definmeren’ ,

ol P

= {f: E—> IR [ C is Rlewﬁnhomomorflgmey £{u)= 1}

10.3 Lemma. X js een ﬁwak ~geslotcn deel%er&amellng van de eenheids-
bol S' van E',

,l"
'

Bewijs: Zij £ een elemeht Van X. Daar f een Riesz-homomorfisme
is, geldt zeker £ g X™, Uit 10.2 volgt nu onmiddelijk £ ¢ §°,
Due X ¢ §', ,_‘ ’f" N -
2ij £, € ¢(Ef,E)mcl,i;,xiehiisgéngcen»5 > 0. De verzameling
Ue, O 151 5038) xmslele B | 6G0-1,Ge) (<6, ([l )t (Jx]) <5
' v |£(u)=f (u)]<6}
u’is een 9(BW g B )= omgemlng van f.. lcem een £ ¢ X N Uf (x,!x!,u 6).
Dan blijkt e
JENEIE T (l?l)i < l!f (x)]=[2(x) | |+ !!f(x)lmf(SX§)i
*leCx]-£, (1))}
| ‘afﬁ |£ (x)mf(x)[iOeé = 26,
T1-£ (w)] = lf(u)wf (u)i <8, i
Dus f, is een Riesz»homomerﬁisme meb f (u) 19 d@w@u@ I, e Xe

Derhalve is Y V(B’ B)mgealaueno
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De verzameling X, voorzien van de relatieve c{E',E)-topologie,

noemen we de structuur-ruimte van B,

10.4 Lemma, De structuurruimte X van E is een niet-lege compacte
Hausdorff-ruimte, |
- Bewijs: Het is duidelijkidat X.een Hausdorff-ruimte is, Voorts is
volgens 1093; X een «(E',E)~gesloten deelverzameling van 5!, die,
op grond van de stelling van Banach«Alaoglu@Bourbaki, v(Ef,E)»comu
pact is, Dus X is eveneens 0{E’,E)~compact, Rest te bewijzen dat -
| X nlet vleeg is, Deflnleer daartoe
= {g e B | 8§20, glu)= 1},
en merk op dat:
1. B c ¢
Want; volgens 10,2 geldt voor iedere g ¢ B
lel = g(u) = 1. '
2, B is 9(E',E) compact
Want: We kunnen B schrijven als
B=nf{e '|&®"| | xe K} n e, "1},
waarin IR :={w ¢ R o2 0}, Daar IR* en {1} gesloten verzameling-
en zijn, en alle functies e, z,wakﬂ«'«-con,’i::i‘_zn_u.lﬁ is B'zwak%;gesloteng
en dus -compact vanwege 1, en de stelling van B,-A,-B,,
5. B 4 b ' |
Want: Daar E % {0}, volgt uit de stelling van Hahn-Banach dat ook
E' # {0}. Dus is K* + {0}, en bijgevolg B + ¢,
4, B is convex, - : ' |
. Dit stelt ons in stast de stelling van Krein-Milman toe te passen,
en we concluderen dat
‘ext B § §,
n 3 stappen zullen we nu aantonen dat ext B = % (voor het'bewijs;

van ons lemma is eigenlijk de inclusie ext B ¢ X voldoende). f



(1) (0 < g < neext B) - g=g(u).n
Want: Op grond van 10.2, is het gestelde triviaal als g(u)= 0
of als g(u)=h(u)., Neem dus z,b.d.a, aan dat
0 < g(u) <1=nh(u)., |
Definieer ' o
| k = E%E) ’ 1 :=1:§%§7 o
Dan is k ¢ B, l e B, en
g(u)sk + (1-g(u)).1 = h ¢ ext B, |
Dit is slechts mogelijk indien k=1=h, Dus g = g(u) h,
(1i) ext Bc X
Want: Neem h ¢ ext B, Om aan te tomen dat h een Riesz-homomorfisg-
me is kiezen we X,y in E met x ~y=0, en bekijken h(xahly), Uit
lemms 7,8 volgt de existentie van een o € Eb, die voldoet aan:
0L sh , p(x)=n(x) |, P (¥)e0.
Volgens (i) is dus
Px = ﬁk(u)°h’ :
en in het bizonder px(n).h(x)=gx(x)2h(x)a Daaruit volgt of
Px(B)=0 = n(x)=0 - n(ya hy)=0
of ‘
f_;ﬁx(u)ﬂ = h=p - h(y) =Pe(¥)=0 = h(xbapily)=o0,
In.elk geval vinden we dus h@nﬂmykqm d.W,2. h is een Riesg-
homomorfisme, |
(ii1) ext B = ¥
Want: We weten dét X ¢ B, Neem eén h ¢ X, en veronderstel dat
h=Af 4+ (1-1).g
met £f,g in B, en 0 ¢ A< Y. Daar h een Riesz~homomorfisme is, geldst
dha£(x) | ¢ A 2(]x]) s h(|x}) = |n(x)| (x & E).
Daaruit volgt h {O} R f {O}sen dun-£.= n, (ai4 laatste, omdat

{0} een nimxxzxzngim maximale deelruimte van T ig; d.w.z,

L T



iedere x in B is te schrijven als x—z+ugu met h(z)=0, en dus |
h(x)-h(z)qwh(u) O+u@ ~f(z)+uﬂ(u)-f(x) Zie [/,j, blz, 52), Dus

~h is een_extreem punt ven B,

Voor iedere X in E is e lx een. contmnue functie van de structuur
‘ruimte X naar IR, We definieren dus een functie J: D-b0,(X) door te
zetten J(x):=¢ ’X’ oftewel _ '

J(x)(f) 1= f(x)  (xeE, fe X).

10.5 Lemma, J is een norm- en Riebz~isbmorfisme van E op een dichte
de¢lruimte van c.(x). | |
Bewijs: A
'(i) Om te bewijzen dat J een isoméfrie‘is merken we eergt op dat
[9(x)] = max{|J(x)(£)| | £ e X} = max{|f(x)| | £ ¢ X} < x|,
'voor alle x in & , Voor de omgekecerde - ongelijkheid kies x$0 in B
en stel x := x|, Definieer
={feB' [ £ o0, f(u)’l f(x) Jlx u}
Daarvoor geldt:
1. B, is convex en zWak“Lcompact; _
Dit bewijet men zoals in 10.4 voor B,
2. B, # §, | |
Went: Volgens de sLelling van Hahn«Bamach besbaaL er een g ¢ B'
met de eigenschap ' |
lel =1 g(xo) = Ix,1. T
Dus voor f:=lgf geldt - |
o) = lel(xy) 2 letxg)| = x|,
en voorts' (daar E' een Banach~rooster is) ﬂfﬂia H]glﬂ = |lgl=1,z0dat
£(x5) < el b, | = lglivingr = bt |
Dit betekent dat £ ¢ B, -




l‘§f ‘3. o exf'Bo c‘éktfhfc X.

”‘~l Want: Volgens 1, en 2 mogen we op B de stelllng van Krein-Milmay
toepassen;, .daaruit volgt ext B ¢ ¢, Neem nu h e ext B o) €n
verondérstel dat h=A P+ (1- ~A)g met f,g in B en 0 < A < 1, Dan is‘

g l=n(x) = A 2(x ol*(1-M)g(x ) < A, ﬂx I+ C-2) Ix g I= Ix, |,
waaruit onmiddekijk volgt dat f(x )= ﬂx I|= g(x ); m.a.w, f en g
’liggen in B,.Dus h is een extreenm runt van B,
Conclusie: Er is een keX met k(x )= Hx |. Daarvoor geldt dus
I(x,) (k)= I(x )= Ix, ﬂ~ I= 1. x|
'Blj gevolg vinden we
HJ(x)H= Ha(x)] = HJ(IXI)"H B 2 Ix l= Jx].
Tezamen met het reeds opgenprkte levert dit de isometrie van J,
(11) Om te 'bew:LJzen dat J[E] dicht is in © »(X), definieren we
M o= o1 J[E] (=topologische afsluiting van P[E] in (X)),
Dan geldt: o e B
1. M is een gesloten Riesz-deelrﬁlmte van C (X)
Want: Kennelijk is J[E] een Riesz—declruimbe van. G (X), Uit de

. continuiteit van de vector- en rooster~opcratics volgt hetzelfde

- voor de afsluiting M van J[E]. AR |
2. 1y e M (en wel, 1y = J(u))

3. M scheidt de punten van X,

Went: Als £ en g in X'liggen, en, bijvoorbeeld, £(x)+ g(x), dan
is J(x)(£) ¢ 3(x)(g); dus reeds J[D] scheidt de punten van X,
Conclusie: Op M is de stelling van Kakutani»Krein (9.3) van toe-
‘passing. Dit beteknt M= ¢ (X)

Indien, in het voorafgaande E een Banaeh~rooster is, dan is

¢
!,

J [E] gesloten, en dus:
10.6 Stelling (Kakutani) Ben Banach—rooster (B, .. ) met eenheid is
is norm- en Riesz~isomorf met cr(x) (waarin X de structuurruimte

van B is),
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Par 11 Riesz~homomorfismén‘op CrCX) '}
In deze barageaafl is X steeds een willekeurige compacte Hausg-
dorff-ruimte, In de algebra Gr(X),ziJn, volgens stelling 6.14,"de (ges]

. algebraische,idéalen de2é1fﬁé als de orde-idealen! Zoals zal bli j-

algebra&homomorfisme'indien L(a1}az)'= L(a1).L(a2), voor alle a
in Ac s ’ ‘ ) . ]

1+ 8o

11,1 §£§&l§ﬂ§' Z2ij L een reéie 1ineéireifunctionaal op,Cr(X),’waarvoor
geldt L(1X)= 1. Dan zijn aequivalent de_beweringen:
(1) L is een Riesz-homomorfisme,?
(i1) L is een algebra~homomorfisme |
(111) Br is juist 6éh x € X, 2o dat 1(f)= £(x) (£ e o (x)),
Bewijs: | |
(ii)~(i): Neem f € cr(x). Dan is o ‘
£] = VfEE’ (a,w,z, |f£](x)= V(f(x))z, voor alle x ¢ ¥),
Daar L‘een algebra~hoéomorfisme is, volgt hieruit
VLU= 3 T2 )= 10 VTET 2= (aq YTeM2 5 o
en ' o , . : o
(L(20)%= 1((£)2)= 1(]£)2)= (1)2[)2.
Tezamen geeft dit ‘
e = Js2 ) = 1()2)),
dus L is een Riesz«homomorfisme.
(1)=(111): 2ij L een Riesz~homomorfisme met L(fx)= 1., Dan is T,
continu (met ﬂL#=ﬂ}'vgl.~10.3), zodat _
T lteom | unaop

PR



een gesloten vVerzameling ig, Bovendien is N kennelijk een orde-
ideaal, en: dus, volgens 6,14, een Eigebraisch ideaal, Volgens
6.13 betekent dit, dat,ef een gesloten nief~lege deelverzameling
V van X bestaat zo, dat )
F=Iy={rec (x) | £(x) = o (x e V)}.
24 X, een punt van V. Dan geldt;’vdor‘iedere £ e or(x),

L(f—L(f)1X) L(f)-L(f)L(1X)

L(£)=L(£) 1
. ) - O° .
Hieruit voigt
f~L(f)1X eN =1
oftewel
| £z )-L(f) = (£-L(£)13)(x,) = o,
We zien dus dat .

L(f) = f(xo) (f ¢ .(X)).

'V"

V= {xz,}).
(i41)=(11): Priviaal,

11,2 Qiomerking0 Het voorgaande betoog kan, met'geringe wijzigingen,
0ok gelezen worden als bewijs van de voﬁgende bewering:
21§ L een reele lineaire functionaal bp Cr(X), Dan zijn de VOl
. 8ende uiltspraken aequivalent:
(1) L is een Ribsz~homomorfisme met L(1X) = 1,
(11) 1 4s een niet-triviaal (i.e. 40) algebra-homomorfisme,
(iii) Er is een x ¢ X zo, dat L(f) = £(x) (£ ¢ Cr(X)).
Uit het bewijs van 10.4 (speciaal q1, (111)), toegepast op B:=
Cr(X), zign we dat deze uitspraken ook nog aequivalént zljn met:

. (iv) ngﬂext PX’ wagrin Bx;={L s,Cr(X)’fl L>o, L(1X)= 1}



11.3

-Bewijs.

L INN

In het bijzonder wordt dus dodr bovenstasnde regel (iii) een
1-1 correspondentie vastgelegd tussen de punten van X en de

extreme punten van BX' Dit is zelfs een homeomorfisme:

Lemma, De afbeelding H:X—>ext BX,'gedefinieerd door
H(x)(f) := £(x) (f ¢ C.(X), x e X),

is een homeomorfiszme van XAop exﬁ B,,

Bewijs: We zagen reeds dat H een 1-1afbeelding van X op ext Bx is,

-Om te bewijzen dat-H‘topologisch,is, merken we op dat de verza-

melingen van de vorm
(f1,...,fn,6) = {xs;x] £ (x)-f (z,)]& 6 (i=1,...,n)},
met X, € X {f1,...,f }cC (X)), 650, een basis voor de toyologie
van de (compacte Haus&orff—)rulmte X vormen (dit volgt b.v, on-
middelijk uit [8], stelling 60), Maar
. H[on(f1,...;fn;5)]={Hx xe X, [fi(x)mfi(xo)[< 6 (i=1,...,n)}
={Hx | x¢ X, ]H«;(f )=Hx (£;)]<6 (1=1,..,n)}
—{Le ext By | lL(i‘ )=-L (£,)]< 8 (1~ 1y009n)}
= L(f1,,.., 1i6), |

waarin L :=H(xo) Dus"H voert een basis voor de ‘topologie van X

‘over in een ba31s voor de topologie van exi BX’ Dew,z, I is een

homeomorfisme,

Stelling, Laat X en Y compacte Hausdorff-ruimten zZijn, en T:

C (X)->C (Y) een lineaire afbeelding met T(1X)- T4+ Dan zijn

de volgende uitspraken aequivalent:

(1) T is een Riesz-~homomorfisme

(i1) T is een algebra~homomorfisme -
(iii) Er is juist éen continde functle }:Y%~>X, zo dat T(f)= fagg
voor alle f ¢ C (X) ' ' '




!

(i1)=(i): zij o een‘éigebfé~homomorfisme, Voor iedere y ¢ Y
defihieren we Ly:C (Xy—>IR door

L (f) 3= T(f)(y) (f e C (X)), , (1)
Het is gemakkeligk in te zien dat Ly een"algebra-homomorfisme isA
met Ly(1x)— 1. Volgens 11,1 is er dus een unieke x & X (afhanke-
lijk van y) zo, dat |

L(£)=£(x) (f e ¢ .1x)). IR (2)
Daaruit volgt |

T’(lfl)(y)=Ly(lfl)=|fl(X)=‘If(X)l=lT(f)(y)|=l‘i‘(f)l(y) (y e Y).
Dus P(|£])= |2(£)], duw.z. T is een Riesz~homomorfisme.
(i)-(iii): Z21ij T een Eiesz—homomorfisme met T(1X)= 1y. Definieer
opnieuw, voor iedere y e Y, een funchie Ly,volgens formule (1),
Dan is Ly een Riesz-homomorfiﬁme mgt Ly(1X)= 1, zodat, volgens
1.1, een x ¢ X bestaat waarvoor (2) geldt. Stel nu #(y):=x; den
wordt daardoor een functie y:f?~>X'gedefinieerd zd, dat automatisch

PE)(¥) = fogply) (y € Y).
| Om aan te tonen dat £ continu is, nemen we een punt Yo € Y en
een basisomgeving Ve (£45.0.,f ni0) van x —f(yo) voor de topo-
logie van X (vgl. bewijs van 11,3), Dan is

1EW20 19*"’.nf6)j={y€ Y| lfioy(y)~fioy(yo)l< 6 (i=1,..,n)}

=lye Y| |22, (y)-22, (3 ) [< 6 (i=1,...,n))
= Vy (Pfyh...,08,58) |

Dit is een open verzameling in Y; ~dus p is conylnue

(1ii)-(ii) EBvident,
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